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U ovoj disertaciji uvodimo prirodno poopc´enje pojma Hopfovog algebroida unutar sime-
tricˇne monoidalne kategorije s koujednacˇiteljima koji komutiraju s monoidalnim produktom.
U radu takod¯er konstruiramo simetricˇnu monoidalnu kategoriju pindproVect, b˜, kq filtrirano-
kofiltriranih vektorskih prostora, cˇiji morfizmi su linearna preslikavanja koja u slabom smislu
poštuju filtracije i kofiltracije, a monoidalni produkt je obicˇni tenzorski produkt vektorskih pros-
tora formalno upotpunjen i s odgovarajuc´om filtracijom kofiltracija. Za tu kategoriju u radu
dokazujemo da zadovoljava gore navedene uvjete za postojanje unutarnjeg Hopfovog algebro-
ida. Ona kao potkategorije sadrži kategoriju pindVect,b, kq filtriranih vektorskih prostora i njoj
dualnu kategoriju pproVect, bˆ, kq kofiltriranih vektorskih prostora. Njen monoidalni produkt
objedinjuje obicˇni tenzorski produkt i upotpunjeni tenzorski produkt.
Jednu od važnijih klasa obicˇnih Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom cˇine po-
ludirektni produkti H7A Hopfove algebre H i pletenicˇasto-komutativne algebre A u kategoriji
Yetter-Drinfeldovih modula nad H . Tu klasu Hopfovih algebroida zovemo skalarnim prošire-
njima. U ovom radu dokazujemo da poludirektni produkti u kojima su Hopfova algebra H i
Yetter-Drinfeldova modulna algebra A zamijenjene svojim unutarnjim analogonima u katego-
riji indproVect imaju strukturu Hopfovih algebroida u toj monoidalnoj kategoriji. Time med¯u
ostalim postavljamo temelj za proucˇavanje poopc´enja Heisenbergovih udvojenja A˚7A, ona u
kojima je A beskonacˇno-dimenzionalna Hopfova algebra umjesto konacˇno-dimenzionalna, te
postojanje strukture poopc´enog Hopfovog algebroida na njima.
U disertaciji su zatim proucˇavana Hopfova sparivanja filtriranih Hopfovih algebri A i ko-
filtriranih Hopfovih algebri H koja su nedegenerirana u H , te su nad¯eni dovoljni uvjeti uz
i
koje A postaje pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u katego-
riji indproVect. Proucˇavana je takod¯er manja klasa primjera, u kojima je A Hopfova algebra
filtrirana konacˇno-dimenzionalnim komponentama. Tu su nad¯eni nužni i dovoljni uvjeti na
Hopfove algebre A i A˚, odnosno A i H , u vidu konacˇne dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita od A te postojanja odred¯enih kanonskih elemenata unutar H7A. Time je dakle inducirana
konstrukcija nekih filtrirano-kofiltriranih Hopfovih algebroida tipa skalarnog proširenja. Važni
primjeri takvih skalarnih proširenja su oni u kojima je A univerzalna omotacˇka algebra Upgq
konacˇno-dimenzionalne Liejeve algebre g. Ako je H njen algebarski dual Upgq˚ s inducira-
nom kofiltracijom, pripadno skalarno proširenje, koje je poopc´eno Heisenbergovo udvojenje od
Upgq, može se identificirati s algebrom diferencijalnih operatora na formalnoj okolini jedinice
pripadne Liejeve grupe što sugerira neke od primjena u geometriji i matematicˇkoj fizici.
ii
Summary
Keywords: Hopf algebroid, formal completion, filtered vector space, cofiltered vector space,
filtered-cofiltered vector space, strict ind-object, strict pro-object, strict ind-pro-object, formal
sum, formal basis, universal enveloping algebra, completed tensor product, internal
bialgebroid, dual Hopf algebra, Yetter-Drinfeld module, scalar extension, Heisenberg double
In this thesis, a natural generalization of the definition of a Hopf algebroid is introduced, in-
ternal to any symmetric monoidal category with coequalizers that commute with the monoidal
product. In this thesis we also construct a symmetric monoidal category pindproVect, b˜, kq of
filtered-cofiltered vector spaces, whose morphisms are linear maps which in a weak sense res-
pect the filtrations and cofiltrations, and whose monoidal product is the usual tensor product of
vector spaces formally completed and with a corresponding filtration of cofiltrations. We prove
that this category satisfies the above conditions for the existence of internal Hopf algebroids. It
contains two dual subcategories, the category pindVect,b, kq of filtered vector spaces and the
category pproVect, bˆ, kq of cofiltered vector spaces. The monoidal product in it combines the
ordinary tensor product and a completed tensor product.
An important class of Hopf algebroids over a noncommutative base is comprised of smash
products of a Hopf algebra H and a braided-commutative algebra A in the category of Yetter-
Drinfeld modules over H . Such Hopf algebroids are called scalar extensions. In this thesis,
we prove that the smash products in which H and A are replaced by their analogues in the
monoidal category of filtered-cofiltered vector spaces have the structure of Hopf algebroids in
that monoidal category. By doing this, we set the basis for studying the Heisenberg doubles
A˚7A in which A is an infinite-dimensional Hopf algebra instead of a finite-dimensional one,
among other examples, and the existence of the Hopf algebroid structure on them internal to the
category indproVect.
We then study Hopf pairings of a filtered Hopf algebra A and a cofiltered Hopf algebra
H which are non-degenerate in the variable in H , and find sufficient conditions for A to be a
braided-commutative Yetter-Drinfeld module algebra over H in the indproVect category. A
smaller class of examples is also studied, for which A is a Hopf algebra countably filtered by
iii
finite-dimensional vector spaces. Here we find necessary and sufficient conditions on Hopf alge-
brasA andA˚, orA andH , in the form of finite dimensionality of the adjoint orbits ofA and the
existence of certain canonical elements in H7A. Thus a construction of some filtered-cofiltered
Hopf algebroids of scalar extension type is obtained. Important examples of such scalar exten-
sions are the ones with A the universal enveloping algebra Upgq of a finite-dimensional Lie
algebra g. When H is equal to its algebraic dual Upgq˚ with induced cofiltration, the corres-
ponding scalar extension, that is the Heisenberg double of Upgq, can be identified as an algebra
with the algebra of differential operators on the formal neighborhood of the unit of a Lie group
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1.1.1 Grupoidi i komutativni Hopfovi algebroidi
Simetrije nekog objekta ili sustava (npr. u fizici) su operacije koje možemo provoditi na objektu,
a koje cˇuvaju njegova (unaprijed odred¯ena) bitna svojstva. Taj pogled sugerira da se možemo
vratiti u prijašnje stanje, da možemo asocijativno komponirati simetrije i da je identicˇka tran-
sformacija simetrija, dakle da simetrije cˇine grupu. Nije, med¯utim, nužno da iz svakog stanja
možemo prijec´i u svako drugo stanje objekta, tako da su osnovne matematicˇke strukture koje
opisuju simetrije ne samo grupe nego i (Brandt-Ehresmannovi) grupoidi (vidi 7.1). U glatkom
slucˇaju to su Liejevi grupoidi, koji lokalno generiraju svoje infinitezimalne varijante, Liejeve
algebre i Liejeve algebroide.
Opišimo sada primjer transformacijskog grupoida. Za djelovanje Ż : G ˆM Ñ M grupe
G s jedinicom e na skup M (koji c´e u generalizacijama biti prostor u nekom smislu) pri-
padni transformacijski grupoid je definiran ugrubo ovako: skup morfizama je G1 “ G ˆM ,
skup objekata G0 “ M , preslikavanje domene je dom: pg,mq ÞÑ m, preslikavanje kodomene
cod: pg,mq ÞÑ g Ż m, kompozicija je dana sa pg1,m1q ˝ pg,mq “ pg1g,mq ako m1 “ g Ż m,
identitete su idm “ pe,mq i inverz morfizma pg,mq´1 “ pg´1, g Żmq.
Svako preslikavanje skupova f : A Ñ B inducira preslikavanje algebri funkcija u polje,
pretkompoziciju s f , tj. ´ ˝ f : FunpBq Ñ FunpAq, što daje kontravarijantni funktor iz ka-
tegorije skupova u kategoriju komutativnih algebri nad danim poljem. Postoje varijante tog
funktora u prisustvu dodatnih struktura (npr. ako su skupovi topološki prostori, funkcije su ne-
prekidne funkcije) koje u nekim slucˇajevima daju antiekvivalenciju kategorija. Ako dopustimo
nekomutativne algebre, time smo dakle prenijeli algebre funkcija u potkategoriju neke katego-
rije nekomutativnih algebri, koje su dakle dualne poopc´enim, nekomutativnim prostorima. Po
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u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji komutativnih algebri, pri cˇemu je povlak G1 ˆM G1 zami-
jenjen tenzorskim produktom nad baznom algebrom A “ FunpMq,
FunpG1 ˆM G1q – FunpG1q bFunpMq FunpG1q “ H bA H.
Kako dobiveni dijagram zadovoljava i dualne aksiome, time po definiciji dobivamo kogrupoid
u kategoriji vektorskih prostora, drugim rijecˇima komutativni Hopfov algebroid H “ FunpG1q
nad komutativnom baznom algebrom A “ FunpMq. Morfizam dualan množenju je koprodukt
∆: HÑ HbAH, preslikavanjima domene i kodomene dualna su preslikavanja izvora i ponora
α, β : H Ñ A, a preslikavanje τ : H Ñ H koje je dualno uzimanju inverza, τpfqpgq “ fpg´1q,
zove se antipod. Ukoliko u definiciji Hopfovog algebroida izostavimo antipod, dobivamo malo
jednostavniju strukturu, (asocijativni) bialgebroid.
Komutativni Hopfovi algebroidi imaju niz klasicˇnih primjena u stabilnoj teoriji homoto-
pije [Ravenel]. Primjeri i opc´a razmatranja u nekomutativnoj geometriji i matematicˇkoj fizici
vode na nekomutativna poopc´enja. Za fiziku je osobito bitno da kategorije modula nad bial-
gebroidima imaju tenzorski produkt koji dolazi od koprodukta, jer c´e tada, naprimjer, ako se
jednocˇesticˇna stanja ponašaju kao stanja u prostoru reprezentacije bialgebroida, višecˇesticˇna
stanja takod¯er biti u nekoj reprezentaciji tog bialgebroida.
1.1.2 Bialgebroidi i Hopfovi algebroidi nad nekomutativnom bazom
Standardni pojam asocijativnog bialgebroida i prva varijanta pojma Hopfovog algebroida nad
nekomutativnom bazom uvedeni su u radu J-H. Lu [Lu]. Za razliku od situacije kod Hopfovih
algebri [Majid, MilnorMoore], poopc´enje Hopfovog algebroida s komutativnom baznom alge-
brom na nekomutativnu baznu algebru je netrivijalno. Naime, ako je A nekomutativna algebra,
ondaA-bimodulHbAH nije nužno algebra, pa aksiom multiplikativnosti koprodukta ∆: HÑ
H bA H iz definicije komutativnog Hopfovog algebroida nema smisla bez suptilne adaptacije
teorije, npr. uz pomoc´ konstrukcije Takeuchijevog produkta [BohmHAlg, BrzMil, Takeuchi].
Za razliku od pojma bialgebroida koji je u radu J-H. Lu [Lu] zadovoljavajuc´i, pojam antipoda
u njenom radu ima nedostatke jer ukljucˇuje izbor nekog prereza H bA H Ñ H bH koji nije
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kanonski. Ti nedostaci su razriješeni simetricˇnom definicijom G. Böhm [BohmHAlg] koja se
koristi i poopc´ava u ovoj disertaciji.
1.1.3 Skalarna proširenja
Ako Hopfova algebra H djeluje slijeva na algebru A Hopfovim djelovanjem (na odred¯eni nacˇin
kompatibilan sa strukturom algebre na A i koalgebre na H), u teoriji Hopfovih algebri definira
se nova algebra, poludirektni produkt (engl. smash product)A7H , koja je kao k-modul tenzorski
produkt AbH , s množenjem izvedenim na odred¯eni nacˇin iz tog Hopfovog djelovanja. Ako je
djelovanje desno Hopfovo djelovanje, poludirektni produkt je H7A.
Za konacˇno-dimenzionalnu Hopfovu algebru H može se definirati Drinfeldovo udvojenje
DpHq koje je takod¯er Hopfova algebra, a kao k-modul jednaka je H b H˚. U spomenutom
radu [Lu] uvedena je klasa primjera Hopfovih A-algebroida koji su analogoni transformacij-
skih grupoida. Njihova je totalna algebra poludirektni produkt oblika A7H gdje je H Hopfova
algebra, a A pletenicˇasto-komutativna algebra u monoidalnoj kategoriji modula nad Drinfeldo-
vim udvojenjem DpHq.
Teorem 1.1.1. (Lu [Lu]) Neka je H konacˇno-dimenzionalna Hopfova algebra. Ako je A plete-
nicˇasto-komutativna algebra u kategoriji lijevih modula nad DpHq, onda je A7H s formulama
za skalarno proširenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.
Yetter-Drinfeldovi moduli nad Hopfovom algebrom H su H-moduli sa strukturom H-ko-
modula takvi da djelovanje i kodjelovanje zadovoljavaju odred¯eni Yetter-Drinfeldov uvjet kom-
patibilnosti. Ako je H konacˇno-dimenzionalna Hopfova algebra, onda su pletenicˇaste mono-
idalne kategorije Yetter-Drinfeldovih modula nadH i obicˇnih modula nad Drinfeldovim udvoje-
njemDpHq pletenicˇasto monoidalno ekvivalentne. Brzezin´ski i Militaru su u [BrzMil] pokazali
da je pojam bialgebroida ekvivalentan (mada formalno razlicˇit) ranijem pojmu Takeuchijeveˆ-
bialgebre [Takeuchi] te definiciji bialgebroida sa sidrom u smislu Ping Xua [Xu]. Oni su takod¯er
modificirali konstrukciju Luinih transformacijskih Hopfovih algebroida zamijenivši module nad
Drinfeldovim udvojenjem Yetter-Drinfeldovim modulima.
Teorem 1.1.2. (Brzezin´ski-Militaru [BrzMil]) Ako je A pletenicˇasto-komutativna algebra u ka-
tegoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nadH , onda jeA7H s formulama za skalarno
proširenje (Luin) Hopfov algebroid nad A.
Tu varijantu konstrukcije transformacijskih Hopfovih algebroida u terminima Yetter-Drin-
feldovih modula zovemo skalarnim proširenjima [BohmHAlg]. Kljucˇan korak konstrukcije
skalarnih proširenja je da Yetter-Drinfeldovo kodjelovanje A Ñ A bH kao linearno preslika-
vanje postaje morfizmom ponora β : Aop Ñ A7H “ H iz definicije Hopfovog algebroida.
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Ove teoreme htjeli bismo poopc´iti iz razloga koji c´e biti objašnjeni u sljedec´em odjeljku.
Pritom c´emo Luinu definiciju Hopfovog algebroida prvo zamijeniti modernijom definicijom
Hopfovog algebroida od G. Böhm.
1.1.4 Problem formalnih upotpunjenja
Poseban slucˇaj Yetter-Drinfeldovog modula dolazi od djelovanja konacˇno-dimenzionalne Hop-
fove algebreA na svojem dualu. Pripadajuc´i poludirektni produktA7A˚ zovemo Heisenbergovo
udvojenje. Heisenbergova udvojenja su analogon strukture (Heisenberg-)Weylove algebre. U
radu [Skoda] pokazano je da odred¯eni poludirektni umnošci oblika Upgq7Sˆpg˚q, u kojima je
Upgq univerzalna omotacˇka algebra shvac´ena kao Hopfova algebra, a Sˆpg˚q algebra formalnih
funkcija oko 0 P g na koju Upgq djeluje Hopfovim djelovanjem, imaju identicˇnu strukturu al-
gebre kao i poludirektni produkti Upgq7Sˆpg˚q u kojima ulogu Hopfove algebre preuzima Sˆpg˚q
kao topološka Hopfova algebra s nekim deformiranim koproduktom koji je zapravo cˇini izo-
morfnom kofiltriranoj Hopfovoj algebri dualnoj filtriranoj Hopfovoj algebri Upgq. Dakle, to je
varijanta Heisenbergovog udvojenja, pa se ocˇekivalo da ima i strukturu Hopfovog algebroida
tipa skalarnog proširenja, pri cˇemu je trebalo razjasniti pitanja formalnih upotpunjenja.
Formalizacija upotpunjene varijante Hopfovog algebroida koja kao primjer dozvoljava alge-
bru Upgq7Sˆpg˚q izložena je u radu Meljanac, Škoda, Stojic´, Lie algebra type non-commutative
phase spaces are Hopf algebroids, Letters in Mathematical Physics, 2017. [MSS]. Tu je Upgq
shvac´ena kao filtrirana Hopfova algebra, a njen algebarski dualUpgq˚ je shvac´en kao kofiltrirana
Hopfova algebra koja je kao algebra identificirana s Sˆpg˚q. Tenzorski produkti upotpunjavani
su koristec´i inducirane kofiltracije. Iako je konzistentan pristup nad¯en, ta formalizacija nije
sasvim zadovoljavajuc´a: neka preslikavanja poštuju kofiltraciju samo na slabi nacˇin (distribu-
iraju po formalnim sumama), a neka preslikavanja nisu ni definirana na cijelom upotpunjenju
tenzorskog produkta. Nije bilo jasno koji princip diktira koji c´e tenzorski produkti u aksioma-
tici biti upotpunjeni, a racˇunski dokazi su otežani potrebom da se provjerava u koracima da su
sve manipulacije s formalnim sumama opravdane. S druge strane, mnogi racˇuni su formalno
identicˇni provjerama iz teorije diskretnih skalarnih proširenja i cˇinilo se da se mogu prevesti u
dijagramatski jezik ako bi svi morfizmi i tenzorski produkti bili u istoj monoidalnoj kategoriji.
1.2 Pregled rezultata
U ovoj disertaciji predložen je sustavni pristup formalnim upotpunjenjima u primjerima slicˇnim
gore navedenima koji vodi i na drugu, prirodniju, definiciju upotpunjenih Hopfovih algebro-




Radi toga je konstruirana simetricˇna monoidalna kategorija pindproVect, b˜, kq cˇiji objekti
su vektorski prostori s dodatnom strukturom u kojoj su na odred¯eni nacˇin kombinirane filtracije
i kofiltracije, a morfizmi linearna preslikavanja koja na odred¯eni nacˇin poštuju tu strukturu.
Njene su pune monoidalne potkategorije kategorije pindVect,b, kq i pproVect, bˆ, kq vektorskih
prostora na kojima je ta dodatna struktura filtracija odnosno kofiltracija. Pritom su indeksne
kategorije filtracija i kofiltracija usmjereni skupovi (najviše) prebrojive kofinalnosti, a morfizmi
u tim kategorijama poštuju filtracije i kofiltracije na nacˇin slabiji od uobicˇajenog. To c´e biti
podrobnije objašnjeno u pododjeljku 1.2.1 koji slijedi nakon ovog skrac´enog pregleda.
Definirana kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji strogih ind-objekata u katego-
riji strogih pro-objekata u kategoriji vektorskih prostora takvih da su indeksne kategorije ind-
objekata i pro-objekata kofinalnosti najviše ℵ0,
indproVect – Indsℵ0Prosℵ0Vect.
Ovi nazivi odnose se na ind-objekte i pro-objekte u smislu Grothendiecka [SGA4.1], a naziv
strogi na to da su vezni morfizmi monomorfizmi za ind-objekte, a epimorfizmi za pro-objekte.
Prednost rada s kategorijom indproVect je u tome što radimo s vektorskim prostorima s do-
datnom strukturom i linearnim preslikavanjima koja poštuju tu strukturu, umjesto s apstraktnim
ind-objektima i pro-objektima. Kategorija ind-objekata i kategorija pro-objekata ekvivalentne
su redom kategoriji usmjerenih sustava i kategoriji inverznih sustava, s kojima smo radili u ovoj
disertaciji. Umjesto naziva usmjereni sustav c´emo radi jednostavnosti poslije u tekstu nekad
pisati ind-objekt, a umjesto naziva inverzni sustav pro-objekt.
Svaki je objekt kategorije indproVect ugrubo vektorski prostor V zajedno s iscrpnom fil-
tracijom potprostorima Vi, i P I na svakom od kojih je usklad¯eno odabrana potpuna kofiltracija
V ki , k P Ki njegovim kvocijentnim prostorima. Iscrpnost filtracije ovdje znacˇi V – colim
iPI Vi,
a potpunost kofiltracije Vi – lim
kPKi
V ki . Tenzorski produkt V b W upotpunjava se na svakoj
filtrirajuc´oj komponenti Vi bWj ,
Vi bˆWj “ limpk,lqV
k
i bW lj
i ukupno je tenzorski produkt dva filtrirano-kofiltrirana vektorska prostora
V b˜W “ colim
pi,jqPIˆJ
Vi bˆWj “ colimpi,jqPIˆJ limpk,lqV
k
i bW lj ,
što daje ukupno manje upotpunjenje nego kad se radi s globalnom kofiltracijom na obicˇnom











gdje je nad simbolima V i W ovdje naglašeno gledamo li ih kao vektorske prostore sa zaborav-
ljenom dodatnom strukturom ili filtrirane vektorske prostore i kofiltrirane vektorske prostore.
Uz to, taj tenzorski produkt omoguc´ava kombiniranje obicˇnog i upotpunjenog tenzorskog pro-
dukta na sustavan nacˇin, jer je za objekte u indVect jednak obicˇnom tenzorskom produktu b,
a za objekte u proVect upotpunjenom tenzorskom produktu bˆ. Za usporedbu, svi relevantni
morfizmi iz primjera Upgq7Sˆpg˚q su automatski definirani na tom novom tenzorskom produktu
i morfizmi su u kategoriji indproVect, te ne postoje problemi s formalnim upotpunjenjima i
kompozicijama preslikavanja. Na temelju daljnjih rezultata vidjet c´e se da za taj primjer u ovoj
formalizaciji ne postoje problemi niti s definicijama algebarskih struktura koje je bilo kompli-
cirano (upotpunjeni Hopfov algebroid) ili nemoguc´e (Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
Sˆpg˚q) formalizirati u cˇlanku [MSS].
Zatim opisujemo i dokazujemo da konstruirana monoidalna kategorija pindproVect, b˜, kq
ima koujednacˇitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, pri cˇemu koristimo rezultate
o raznim konstrukcijama u kategoriji pproVect, bˆ, kq dokazane u disertaciji, med¯u kojima su
opis monomorfizama, potpunih potprostora, kvocijenata, te složenije dokaze postojanja i opisa
koujednacˇitelja, koprodukata i filtriranih kolimesa. To cˇinimo da bismo omoguc´ili uvod¯enje
tenzorskih produkata bA nad unutarnjim monoidom A koji su nužni za definiciju unutrašnjeg
bialgebroida u indproVect. Naime, G. Böhm je pokazala da se definicija i neki osnovni ele-
menti teorije asocijativnih bialgebroida mogu internalizirati u proizvoljnim monoidalnim kate-
gorijama koje imaju koujednacˇitelje na taj nacˇin kompatibilne s tenzorskim produktom. Nakon
što smo razradili njenu definiciju unutarnjeg bialgebroida u takvim monoidalnim kategorijama
na direktan nacˇin u definiciju dodajemo simetrizaciju i antipod te, uz dokaze dobre definiranosti,
time dobivamo (novu) definiciju unutarnjeg Hopfovog algebroida.
Dalje dokazujemo teorem o konstrukciji unutrašnjeg skalarnog proširenja iz dane unutrašnje
pletenicˇasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre. Taj teorem je poopc´enje rezul-
tata Brzezin´skog i Militaru iz [BrzMil], ali i nadopuna nepotpunog dokaza u tom cˇlanku (uz
dodatni uvjet bijektivnosti antipoda) u kojem nije dokazano kljucˇno svojstvo da je definirani
antipod antihomomorfizam.
Na kraju dokazujemo teorem o postojanju strukture Hopfovog algebroida na Heisenbergo-
vom udvojenju R˚7R unutrašnje Hopfove algebre R u kategoriji pindVectFin,b, kq koja ima
bijektivan antipod i odred¯eno svojstvo konacˇne dimenzionalnosti adjungiranih orbita, koristec´i
uvedene kanonske elemente. Ta svojstva imaju univerzalna omotacˇka algebra Upgq i kvanti-
zirana univerzalna omotacˇka algebra Uqpsl2q. Takod¯er dokazujemo dva opc´enitija rezultata o
dovoljnim uvjetima za postojanje strukture Hopfovog algebroida na poludirektnim produktima
H7R Hopfovih algebri u Hopfovom sparivanju u kategoriji indproVect, jedan poopc´avanjem
prije navedenog rezultata, a drugi drugacˇijom metodom, koristec´i odred¯ena kvocijentiranja po
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anihilatorima. Do rezultata dolazimo tako da za Hopfove algebre R i H nad¯emo neke dovoljne
uvjete da R bude pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H i koris-
timo prethodno dokazan teorem o skalarnom proširenju. Nakon toga opisujemo nekoliko novih
primjera Hopfovih algebroida nad nekomutativnom bazom. U nastavku je detaljniji pregled
definicija i rezultata.
1.2.1 Simetricˇna monoidalna kategorija indproVect
U drugom poglavlju dan je pregled osnovne kategorijske terminologije koju koristimo, te defini-
cije usmjerenih i inverznih sustava i morfizama med¯u njima. U ovoj disertaciji usmjereni sustav
cˇiji su svi vezni morfizmi monomorfizmi (strogi ind-objekt) nazivamo filtracija, a inverzni sus-
tav cˇiji su svi vezni morfizmi epimorfizmi (strogi pro-objekt) kofiltracija. Filtracija na vektor-
skom prostoru ovdje je dakle indeksirana usmjerenim skupom i poopc´enje je standardnog pojma
filtracije potprostorima indeksirane skupom N0, a morfizmi med¯u vektorskim prostorima koji
poštuju filtracije ovdje to cˇine na nacˇin slabiji od uobicˇajenog. Naprimjer, umjesto standardnog
preslikavanja po nivoima, ovdje linearno preslikavanje poštuje filtraciju ako svaku filtrirajuc´u
komponentu domene preslika u neku filtrirajuc´u komponentu kodomene. Kofiltracija je pojam
dualan filtraciji, u kojem potprostore zamjenjuju kvocijentni prostori i vezna preslikavanja su
obrnutog smjera.
U trec´em, cˇetvrtom i petom poglavlju bavimo se izgradnjom simetricˇne monoidalne katego-
rije pindproVect, b˜, kq filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora, cˇije su pune monoidalne pot-
kategorije dvije dualne kategorije, kategorija pproVect, bˆ, kq kofiltriranih vektorskih prostora
i kategorija pindVect,b, kq filtriranih vektorskih prostora, te odred¯enim potrebnim konstrukci-
jama u tim kategorijama i njihovim svojstvima.
Filtrirani vektorski prostor definiramo kao vektorski prostor V zajedno s ℵ0-filtracijom V u
kategoriji Vect takvom da je V – colimV , a kofiltrirani vektorski prostor kao vektorski pros-
tor W zajedno s ℵ0-kofiltracijom W u kategoriji Vect takvom da je W – limW . Morfizme
med¯u njima definiramo kao linearna preslikavanja koja na odred¯eni jednostavan nacˇin poštuju
tu dodatnu strukturu. Ogranicˇili smo se na ind-objekte (odnosno pro-objekte) koji su strogi i
kofinalnosti najviše ℵ0 jer su nam ti zahtjevi bili potrebni da dokažemo da su naša preslikavanja
koja poštuju strukturu filtracije (odnosno kofiltracije) u kanonskoj bijekciji s morfizmima med¯u
pripadnim ind-objektima (odnosno pro-objektima). Tako umjesto da radimo s apstraktnim ind-
objektima i pro-objektima, možemo raditi s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom i
linearnim preslikavanjima koja poštuju tu strukturu: s objektima i mofizmima definiranih kate-
gorija
indVect – Indsℵ0Vect, proVect – Prosℵ0Vect.
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Kod opc´enitijih pro-objekata naime razlicˇiti morfizmi med¯u pro-objektima mogu inducirati isto
linearno preslikavanje med¯u njihovim limesima, pa ne bismo mogli raditi s morfizmima kao s
linearnim preslikavanjima i primjeniti dobiveno na primjere koje želimo opisati. Definiramo i
kategoriju indproVect koja sadrži kao svoje potkategorije indVect i proVect. Njeni su objekti
vektorski prostori U zajedno s ℵ0-filtracijomU u kategoriji proVect takvom da je U – colimU
u Vect, a morfizmi su linearna preslikavanja koja na odred¯eni nacˇin poštuju tu strukturu, te za
nju pokazazujemo da je ekvivalentna kategoriji Indsℵ0Pro
s
ℵ0Vect.
Moguc´nost rada s vektorskim prostorima s dodatnom strukturom umjesto s apstraktnim
ind-objektima, pro-objektima i ind-pro-objektima omoguc´uje med¯u ostalim definiciju formalne
sume i formalne baze te izvrijednjavanje preslikavanja na elementima, zatim primjenu teorije
na postojec´e primjere, te prenošenje konstrukcija s kategorije ind-pro-objekata na definiranu
kategoriju cˇiji objekti imaju elemente i obratno. Ove prednosti c´e biti objašnjene u daljnjem
tekstu.
U kategoriji indproVect dakle objekti imaju elemente i možemo po potrebi promatrati iz-
vrijednjavanje preslikavanja na elementima, što nemamo na raspolaganju kod apstraktnih ind-
pro-objekata. S time u vezi uveden je pojam formalne sume u proVect i njene vrijednosti, te
razvijen racˇun s formalnim sumama. (Moguc´e beskonacˇna) suma
ř
λ vλ elemenata kofiltriranog
vektorskog prostora je formalna suma ako projekcija na njegovu proizvoljnu kofiltrirajuc´u kom-
ponentu šalje sve osim konacˇno mnogo sumanada u 0. Te projekcije zajedno cˇine nit limesa,
dakle element tog kofiltriranog vektorskog prostora, koju zovemo vrijednost formalne sumeř
λ vλ. Pokazujemo da su linearna preslikavanja A koja distribuiraju po formalnim sumama, tj.








upravo morfizmi u kategoriji proVect, što daje još jedan nacˇin rada s tim preslikavanjima. Na
temelju toga razvijen je racˇun s formalnim sumama koji koristimo u dokazima, te odred¯ene for-
mule i preslikavanja možemo zadavati formalnim sumama. Pojam formalne sume jednostavno
proširujemo do pojma formalne sume u indproVect, kojim su tako obuhvac´ene konacˇne sume
u objektima kategorije indVect i formalne sume u objektima kategorije proVect. Definiramo i
u dokazima koristimo pojam formalne baze kofiltriranog vektorskog prostora, uz jednostavniji
pojam filtrirane baze filtriranog vektorskog prostora. Pokazujemo da svaki kofiltrirani vektorski
prostor posjeduje formalnu bazu.
Definirana su takod¯er upotpunjenja vektorskih prostora po kofiltraciji i upotpunjenja linear-
nih preslikavanja. Pokazano je da se svaki element upotpunjenja Vˆ vektorskog prostora V može
prikazati kao formalna suma cˇiji su sumandi unutar V i da je vektorski potprostor V kofiltrira-
nog vektorskog prostora potpun ako sadrži vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima u V .
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Pokazano je da su kanonska preslikavanja V bW ãÑ V bˆW i V bW ãÑ V b˜W injekcije.
Dani su nužni i dovoljni uvjeti za postojanje proširenja (upotpunjenja) linearnog preslikava-
nja do morfizma u proVect, te u složenijoj propoziciji, za postojanje proširenja do morfizma u
indproVect. Na temelju toga, za linearna preslikavanja u primjerima je lako provjeriti pripadaju
li potkategoriji indVect, jesu li ili se mogu proširiti do upotpunjenih morfizama u potkategoriji
proVect, te u kategoriji indproVect. Pokazali smo da su potkategorije indVect i proVect du-
alne, te da se naprimjer sparivanje V iz indVect i njegovog duala V ˚ iz proVect uvijek proširuje
do sparivanja V b˜V ˚ Ñ k u kategoriji indproVect.
U kategoriji proVect opisani su monomorfizmi i epimorfizmi, dane su strukture kofiltriranog
prostora na potpunim potprostorima i kvocijentima po potpunim potprostorima i pokazano je da
je jezgra linearnog preslikavanja potpuni potprostor. Dokazano je da proVect posjeduje koujed-
nacˇitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom. U složenijim propozicijama dokazano
je postojanje i dana konstrukcija i opis koprodukta i filtiranog kolimesa u proVect. Neke od
tih konstrukcija prvo su dane na kategoriji Prosℵ0Vect i zatim prenesene na kategoriju proVect
i opisane tamo, kao što su konstrukcija tenzorskog produkta, te koujednacˇitelja, koprodukta i
filtriranog kolimesa. Druge su profinjene s vektorskih prostora na vektorske prostore sa struk-
turom, kao naprimjer definicija potpunog potprostora s potprostornom kofiltracijom, kvocijenta
s kvocijentnom kofiltracijom, te jezgre i slike preslikavanja.
Tenzorski produkti su konstruirani tako da su prošireni s kategorije pVect,b, kq na jed-





ℵ0Vect, a onda preneseni po prije dokazanoj ekvivalenciji na kategorije
indVect, proVect i indproVect. Dobra definiranost tenzorskog produkta na Indsℵ0Pro
s
ℵ0Vect
i time na kategoriji indproVect ovisila je o dokazu da je tenzorski produkt monomorfizama
u proVect – Prosℵ0Vect monomorfizam, u kojem je korišten pojam formalne baze. Doka-
zali smo da su one simetricˇne monoidalne kategorije, pri cˇemu su kategorije pindVect,b, kq i
pproVect, bˆ, kq monoidalne potkategorije kategorije pindproVect, b˜, kq.
pindVect,b, kq
pVect,b, kq pindproVect, b˜, kq
pproVect, bˆ, kq
Tako je omoguc´en naprimjer rad s morfizmima AbB Ñ C bD filtriranih vektorskih prostora
i njima dualnim morfizmima C˚ bˆD˚ Ñ A˚ bˆB˚ kofiltriranih vektorskih prostora unutar iste
monoidalne kategorije, te sustavno izvedeno kombiniranje obicˇnog i upotpunjenog tenzorskog
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Po tome naprimjer dual Upgq˚ – Sˆpg˚q beskonacˇno-dimenzionalne Hopfove algebre Upgq,
promatrane kao Hopfova algebra u kategoriji pindVectFin,b, kq, postaje Hopfova algebra u
kategoriji pproVectFin, bˆ, kq i moguc´e je definirati pojam djelovanja te topološke Hopfove
algebre Sˆpg˚q na obicˇnu Hopfovu algebru Upgq jednostavno dijagramatski, unutar kategorije
pindproVect, b˜, kq. Slicˇno je moguc´e definirati neke druge potrebne algebarske strukture koje
moraju kombinirati obicˇan i upotpunjeni tenzorski produkt.
Med¯u najsloženijim rezultatima iz ovog dijela je teorem o postojanju koujednacˇitelja u ka-
tegoriji indproVect i teorem da koujednacˇitelji u pindproVect, b˜, kq komutiraju s tenzorskim
produktom. Dokazi ta dva teorema koriste mnoge propozicije o konstrukcijama u kategoriji
pproVect, bˆ, kq, kao što su opis monomorfizama, potpunih potprostora, kvocijenata i kvoci-
jentnih preslikavanja, te složenije dokaze postojanja i opisa koujednacˇitelja, koprodukata i fil-
triranih kolimesa. Od propozicija iz poglavlja o kategoriji proVect izdvajamo dokaz postojanja
i opis koprodukata i filtriranih kolimesa u kategoriji proVect, u kojima je kombinirana metoda
prenošenja konstrukcija koprodukta i filtriranog kolimesa s Prosℵ0Vect na proVect po ekviva-
lenciji kategorija i s druge strane upotreba pojma i svojstava formalnih suma u kofiltriranim
vektorskim prostorima.
Uz uvedene pojmove formalne baze objekata iz proVect i filtrirane baze objekata iz indVect,
dokazano je da je skup funkcionala teαuαPA dualnih u odnosu na filtriranu bazu tDαuαPA
objekta V u kategoriji indVectFin formalna baza duala V ˚ kao objekta u kategoriji proVectFin.









za φ P EndpV q, koji su korišteni onda u zadnjem poglavlju za dokaz strukture Hopfovog al-
gebroida na Heisenbergovom udvojenju Hopfovih algebri iz indVectFin koje imaju bijektivan
antipod i svojstvo konacˇne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita. Time je med¯u ostalim primje-
rima dobiveno da je Upgq7Sˆpg˚q zaista Hopfov algebroid u kategoriji indproVectFin.
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1.2.2 Definicija unutarnjeg Hopfovog algebroida. Teorem o unutarnjem
skalarnom proširenju
U drugom dijelu disertacije najprije u šestom poglavlju navodimo pomoc´ne algebarske kons-
trukcije (tenzorski produkti unutarnjih modula i bimodula, Yetter-Drinfeldovi moduli itd.) i
navodimo nekoliko standardnih primjera Hopfovih algebri koji c´e biti relevantni za primjere
Hopfovih algebroida u zadnjem poglavlju. U sedmom poglavlju razrad¯ujemo pojam unutarnjeg
bialgebroida u proizvoljnoj monoidalnoj kategoriji s koujednacˇiteljima koji komutiraju s ten-
zorskim produktom, te zatim na temelju toga i konstrukcija iz prethodnog poglavlja definiramo
pojam unutarnjeg Hopfovog algebroida u takvoj kategoriji i dokazujemo da je definicija dobra.
Nakon toga u osmom poglavlju dokazujemo teorem o konstrukciji unutrašnjeg skalarnog
proširenja: da svaka unutrašnja pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra
R nad unutrašnjom Hopfovom algebrom H u indproVect s bijektivnim antipodom definira
odred¯enu strukturu unutrašnjeg Hopfovog algebroida na poludirektnom produktu H7R u kate-
goriji indproVect, koju zovemo skalarno proširenje. Pritom koristimo apstraktni Sweedlerov
racˇun i novu definiciju unutrašnjeg Hopfovog algebroida, a strukturu lijevog i desnog bialge-
broida opisujemo na jednostavan nacˇin na poludirektnim produktima Rop7H i H7R koji su
izomorfne algebre po konstruiranom izomorfizmu Φ. Svi teoremi vrijede naravno posebno za
vektorske prostore, filtrirane vektorske prostore, kofiltrirane vektorske prostore te njihove kom-
binacije.
1.2.3 Heisenbergova udvojenja filtriranih Hopfovih algebri i poopc´enja.
Primjeri skalarnih proširenja
U zadnjem poglavlju proucˇavamo jednu klasu primjera skalarnih proširenja, one koji dolaze od
poludirektnih produkata H7R Hopfove algebre H i Hopfove algebre R koje su u Hopfovom
sparivanju, a sve unutar monoidalne kategorije pindproVect, b˜, kq. Primjer takvog poludirekt-
nog produkta bilo bi Heisenbergovo udvojenje R˚7R za Hopfove algebre R filtrirane konacˇno-
dimenzionalnim komponentama, poopc´enje Heisenbergovog udvojenja koje je definirano za
konacˇno-dimenzionalne Hopfove algebre.
Dokazujemo da svaka unutrašnja Hopfova algebra R u kategoriji pindVectFin,b, kq koja
ima bijektivan antipod i zadovoljava dodatni uvjet konacˇne-dimenzionalnosti adjungiranih or-
bita ima kanonsku strukturu pletenicˇasto-komutativne Yetter-Drinfeldove modulne algebre nad
svojim dualom R˚, unutrašnjom Hopfovom algebrom u kategoriji pproVectFin, bˆ, kq. Klju-
cˇan korak ovdje je upotreba odred¯enih kanonskih elemenata od kojih je jedan beskonacˇno-








´1peβq bDβφpDαq, φ P EndpRq
formalna suma u upotpunjenom tenzorskom produktu R˚ bˆR (gdje smo na R zaboravili filtra-
ciju). Linearno preslikavanje L : EndpRq Ñ R˚ bˆR je bijekcija s inverzom
T1 : R˚ bˆRÑ EndpRq, T1p
ÿ
λ




što je poopc´enje rezultata iz [Lu], koje je naravno dosta teže dokazati nego u konacˇno-dimenzi-
onalnom slucˇaju, jer se ne može koristiti argument s rangom i defektom. Pokazali smo da ako
se izvedeno preslikavanje





može korestringirati do morfizma R Ñ R˚ b R (ovdje R opet ima filtraciju), onda je uz njega
kao kodjelovanje algebra R Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad R˚. Dokazali smo da ta
korestrikcija postoji ako i samo ako R zadovoljava odred¯eni uvjet konacˇne-dimenzionalnosti
adjungiranih orbita. Tom konstrukcijom je dakle omoguc´eno da Heisenbergovo udvojenje
R˚7R filtrirane Hopfove algebreR sa spomenutim svojstvima opremimo strukturom unutarnjeg
Hopfovog algebroida u našoj kategoriji. U primjerima dokazujemo da Upgq i Uqpsl2q imaju to
svojstvo konacˇne-dimenzionalnosti adjungiranih orbita, cˇime dobivamo dva primjera Heisen-
bergovih udvojenja koja su unutarnji Hopfovi algebroidi, Upgq˚7Upgq nad baznom algebrom
Upgq te Uqpsl2q˚7Uqpsl2q nad baznom algebrom Uqpsl2q.
Opc´enitije zatim promatramo Hopfova sparivanja unutrašnje Hopfove algebre R u kate-
goriji pindVectFin,b, kq s bijektivnim antipodom i unutrašnje Hopfove algebre H u kate-
goriji pproVect, bˆ, kq koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Takva sparivanja induciraju
morfizam H ãÑ R˚ u kategoriji indproVect, pa i morfizam algebri H7R ãÑ R˚7R. Na te-
melju prethodnog rezultata dobivamo da R ima strukturu Yetter-Drinfeldove modulne alge-
bre nad H ako i samo ako se preslikavanje Lu korestringira do preslikavanja R Ñ H7R.
Na temelju toga racˇunamo minimalnu Hopfovu podalgebru Upgqmin od Upgq˚ takvu da je
LupUpgqq Ď Upgqmin7Upgq i dobivamo primjere Hopfovih algebroida nad Upgq, skalarno pro-
širenje Upgqmin7Upgq i Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom Upgq˝7Upgq.
Takod¯er, promatramo Hopfova sparivanja unutrašnjih Hopfovih algebri R i H iz dualnih
potkategorija pindVect,b, kq i pproVect, bˆ, kq redom koja su nedegenerirana u drugoj varijabli.
Ovdje nije moguc´e koristiti kanonske elemente jer komponente nisu konacˇno-dimenzionalne,
vec´ se dokaz analognog teorema provodi složenije kroz nekoliko propozicija s kvocijentima
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kofiltriranih vektorskih prostora po anihilatorima i uz dodatni uvjet na koprodukt Hopfove al-
gebre R.
Na kraju navodimo i opisujemo neke nove primjere Hopfovih algebroida nad nekomutativ-
nom bazom Upgq, te jedan nad Uqpsl2q, od kojih su prva tri unutrašnji Hopfovi algebroidi u
indproVect, a ostali standardni Hopfovi algebroidi u Vect. Heisenbergovo udvojenje
Upgq˚7Upgq – J8pG, eq7UpgLq
je unutarnji Hopfov algebroid u indproVect nadUpgq, kao algebra izomorfan algebri DiffωpG, eq
formalnih diferencijalnih operatora u okolini jedinice na Liejevoj grupi G. Nekomutativni fazni
prostor
Upgq7Sˆpg˚q – UpgLq7pJ8pG, eqqop
o kojem je bilo govora u cˇlanku [MSS] je Hopfov algebroid nad Upgq u indproVect. U tom
cˇlanku su elementi x1, . . . , xn baze od g interpretirani kao nekomutativne koordinate, a dualna
baza od g˚ kao operatori B1, . . . , Bn. Zatim, Heisenbergovo udvojenje
Uqpsl2q˚7Uqpsl2q
je unutrašnji Hopfov algebroid u indproVect nad kvantnom grupom Uqpsl2q. Dalje,
Upgqmin7Upgq Ď Upgq˚7Upgq
je eksplicitno opisano minimalno skalarno proširenje (takvo da je dobiveno iz Hopfovog spari-
vanja) nad Upgq. Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom
Upgq˝7Upgq Ď Upgq˚7Upgq
je Hopfov algebroid nad Upgq. Geometrijski definiran Hopfov algebroid
OminpGq7UpgLq Ď DiffpGq
nad UpgLq dan je pomoc´u adjungirane reprezentacije i on je najmanja podalgebra algebre di-
ferencijalnih operatora koja sadrži i lijevo invarijantna i desno invarijantna vektorska polja, te
Hopfov algebroid
OpAutpgqq7Upgq
nad Upgq cˇija je struktura izvedena iz odred¯enog sparivanjaOpAutpgqq i Upgq, koje se može de-
finirati geometrijski kad je g Liejeva algebra Liejeve grupe, ali i cˇisto algebarski nad bilo kojim
poljem. Struktura Hopfovog algebroida u zadnja dva primjera pokazana je direktno koristec´i
generatore algebri OminpGq (nekih) funkcija na Liejevoj grupi G i algebri regularnih funkcija
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OpAutpgqq na algebarskoj grupi Autpgq zajedno s nekim identitetima koje ti generatori zado-
voljavaju. Na kraju, za povezanu kompaktnu algebarsku grupu G, skalarno proširenje
ReppGq7UpgqC
je unutrašnji Hopfov algebroid u indproVect nad UpgqC, gdje je ReppGq algebra reprezentativ-
nih funkcija na G. Svi ovdje navedeni primjeri postoje i u drugacˇijim zapisima istih algebri,
H7UpgLq – UpgRq7H – Hco7UpgRq – UpgLq7Hco.
Oni su (unutarnji) Hopfovi algebroidi nad UpgLq, tj. nad parom baznih algebri UpgLq i UpgRq.
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Poglavlje 2
Neke opc´e cˇinjenice iz teorije kategorija
2.1 Osnovna kategorijska terminologija
Podrazumijevamo poznavanje definicije kategorije, funktora, (prirodnih) transformacija fun-
ktora, ekvivalencije kategorija, potkategorije, pune potkategorije i poznavanje dijagramatske
notacije. Identitetu objekta V kategorije V oznacˇavamo idV : V Ñ V . Kategoriju skupova i
preslikavanja oznacˇavamo sa Set, a kategoriju vektorskih prostora (nad fiksnim poljem) i li-
nearnih preslikavanja s Vect. Kategoriju c´emo zvati malom ako su joj klasa objekata i klasa
morfizama skupovi.
Definicija 2.1.1. Morfizam f : B Ñ C u kategoriji V je
(i) izomorfizam ako postoji f´1 : C Ñ B takav da je f ˝ f´1 “ idB i f´1 ˝ f “ idC ,
(ii) monomorfizam ako za sve g, h : AÑ B jednakost f ˝ g “ f ˝ h povlacˇi g “ h,
(iii) epimorfizam ako za sve k, l : C Ñ D jednakost k ˝ f “ l ˝ f povlacˇi k “ l.
Svaki izomorfizam je monomorfizam i epimorfizam, a u Set i Vect vrijedi i obrat te tvrdnje.
Dva su objekta V , W P ObpVq izomorfna i pišemo V – W ako postoji izomorfizam V Ñ W .
Suprotna kategorija Vop kategoriji V je kategorija cˇija je klasa objekata jednaka klasi obje-
kata kategorije V (koje ponekad pišemo s gornjim indeksom op u notaciji), za sve V , W P V
vrijedi HomVoppV op,W opq “ HomVpW,V q i idV op “ pidV qop, a kompozicija je zadana sa
f op ˝op gop :“ pg ˝ fqop.
Kontravarijantni funktor F iz V u W je (kovarijantni) funktor F : Vop Ñ W iz suprotne ka-
tegorije. Endofunktor je svaki funktor F : V Ñ V kojem se domena i kodomena podudaraju.
Podsjec´amo da je (Kartezijev) produkt kategorija V i W kategorija V ˆW s klasom objekata
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ObpVqˆObpWq, klasom morfizama MorpVqˆMorpWq, identitetama idpV,W q “ pidV , idW q, a
cˇija domena, kodomena i kompozicija morfizama se evaluiraju po komponentama. Bifunktor je
funktor G : V ˆW Ñ Z definiran na Kartezijevom produktu dviju kategorija. Posebno važan
bifunktor je Hom-bifunktor
HomV : Vop ˆ V Ñ Set
koji je na objektima dan s pA,Bq ÞÑ HomVpA,Bq, a na morfizmima na sljedec´i nacˇin. Za
morfizam pf, gq : pA,Cq Ñ pB,Dq, njegova slika
HomVpf, gq : HomVpB,Cq Ñ HomVpA,Dq
šalje h : B Ñ C u g ˝ h ˝ f , tj. u kompoziciju morfizama A fÝÑ B hÝÑ C gÝÑ D. Ako
fiksiramo neki objekt A P ObpVq kao prvi argument u bifunktoru F : V ˆW Ñ Z dobivamo
obicˇni funktor
F pA,´q : W Ñ Z
na objektima dan formulom W ÞÑ F pA,W q i na morfizmima formulom d ÞÑ F pidA, dq “:
F pA, dq. Slicˇno definiramo funktor F p´, Bq : V Ñ Z za B P ObpBq.
Definicija 2.1.2. Za objekt e P ObpVq kažemo da je
(i) inicijalni objekt ako za svaki V P ObpVq postoji tocˇno jedan morfizam f : eÑ V ,
(ii) terminalni objekt ako za svaki V P ObpVq postoji tocˇno jedan morfizam g : V Ñ e.
Lako se vidi da su svaka dva inicijalna objekta e, e1 P ObpVq izomorfna preko jedinstvenog
izomorfizma e Ñ e1. Inicijalni objekt ne mora postojati u kategoriji. Terminalni objekt u
kategoriji V možemo promatrati kao inicijalni objekt u suprotnoj kategoriji Vop. Za objekt V u
kategoriji V konstantni funktor constV “ constIV : I Ñ V dan je pravilom constV : i ÞÑ V , za
sve i P ObpIq, constV : f ÞÑ idV za sve f P MorpIq. Notacija I dolazi od termina indeksna
kategorija.
Definicija 2.1.3. Neka je F : I Ñ V funktor. Konus nad F s vrhom V P ObpVq je prirodna
transformacija α : constIV ñ F . Drugim rijecˇima, konus je zadan komponentama
αi : V Ñ F piq, i P I
i za svaki morfizam g : i Ñ j u I vrijedi αj “ F pgq ˝ αi. Morfizam konusa α Ñ β nad F s
vrhovima Vα i Vβ je morfizam f : Vα Ñ Vβ u V za koji vrijedi
βi ˝ f “ αi, za sve i P ObpIq.
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Kompozicija morfizama konusa dana je kompozicijom pripadnih morfizama u V med¯u vrho-
vima konusa. Konusi nad F i njihovi morfizmi, dakle, cˇine kategoriju. Granicˇni konus (uni-
verzalni konus) ili limes funktora F je terminalni objekt kategorije konusa nad F (ako pos-
toji) i oznacˇuje se s limF ili limiPI F piq. Ista oznaka se koristi ponekad i za vrh limesa, oso-
bito u notaciji s jednakosti V “ limi F piq ili V – limi F piq. Komponentu granicˇnog konusa
limiPI F piq Ñ F pjq zovemo i projekcijom na F pjq.
Definicija 2.1.4. Neka je F : I Ñ V funktor. Kokonus nad F s vrhom V P ObpVq je prirodna
transformacija α : F ñ constIV . Ekvivalentno, kokonus nad F je konus u suprotnoj kategoriji
Vop. Ocˇito kokonusi nad F cˇine kategoriju. Terminalni objekt te kategorije je, ako postoji,
granicˇni kokonus ili kolimes funktora F i oznacˇuje se s colimF ili colimiPI F piq.
Ako je I mala kategorija, funktore I Ñ V zovemo i dijagrami. U ovoj disertaciji promatrat
c´emo samo limese i kolimese dijagrama. Ako limesi (odnosno kolimesi) svih funktora I Ñ V
postoje u V , kažemo da V dopušta limese (odnosno kolimese) funktora oblika I .
Paralelni par morfizama u kategoriji V je par morfizama f , g : iÑ j u kategoriji V s istom
domenom i istom kodomenom. Morfizam b : j Ñ j1 koujednacˇuje paralelni par f , g ako vrijedi
b˝f “ b˝g. Morfizam a : i1 Ñ i ujednacˇuje paralelni par f , g ako vrijedi f ˝a “ g˝a. Paralelni
par morfizama možemo promatrati kao funktor iz kategorije s dva objekta 0, 1 i dva razlicˇita
morfizma 0 Ñ 1 u kategoriju V . Lako se vidi da su konusi (odnosno kokonusi) paralelnog
para u bijekciji s morfizmima koji ujednacˇuju (odnosno koujednacˇuju) taj par. Ujednacˇitelj
paralelnog para je po definiciji granicˇni konus (tj. limes) pripadnog funktora. Koujednacˇitelj
paralelnog para je po definiciji granicˇni kokonus (tj. kolimes) pripadnog funktora.
Kategorija je diskretna ako su joj svi morfizmi identitete. Svaki skup I možemo promatrati
kao malu diskretnu kategoriju na ocˇiti nacˇin, koju oznacˇavamo istom oznakom. Pri tome fa-
milije tViuiPI objekata u nekoj kategoriji V odgovaraju funktorima V : I Ñ V . (Kategorijski)
produkt
ś






zovemo projekcijama (iako one nisu nužno epimorfizmi). Koprodukt
š
iPI Vi familije objekata
tViuiPI je kolimes funktora V : I Ñ V , pri cˇemu komponente univerzalnog konusa




zovemo injekcijama (iako one nisu nužno monomorfizmi).
Promatrajmo kategoriju I koja ima tri objekta i, j, k i dva razlicˇita morfizma iÑ k, j Ñ k.
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2.1. OSNOVNA KATEGORIJSKA TERMINOLOGIJA
Povlak (ili fibrirani produkt) V ˆZ W “ V fˆg W je limes dijagrama d : I Ñ V





gdje je V “ dpiq, W “ dpjq, Z “ dpkq. Ako je dpiÑ kq “ f i dpj Ñ kq “ g, onda projekciju
V ˆZW Ñ V zovemo i povlak f˚pgqmorfizma g uzduž f , a projekciju V ˆZW Ñ W zovemo
i povlak g˚pfq morfizma f uzduž g. Pišemo i f˚pW q “ g˚pV q “ V ˆZ W .
Jezgra kerf : Ker f Ñ f morfizma f : V Ñ W u kategoriji V koja posjeduje inicijalni





Kojezgra morfizma f je suprotan morfizam jezgri suprotnog morfizma f op u suprotnoj katego-
riji, tj. cokerf “ pkerf opqop : W Ñ Coker f “ pKer f opqop. Ako je 0 nulobjekt (objekt koji je
istovremeno inicijalan i terminalan) tada je za svaka dva objekta V iW nulmorfizam 0: V Ñ W
kompozicija V Ñ 0 Ñ W i ona ne ovisi o izboru nulobjekta 0. Oznaka za nulmorfizam se slaže
s oznakama u slucˇaju Abelovih grupa i vektorskih prostora. U kategorijama Abelovih grupa,
vektorskih prostora i opc´enitije u svakoj Abelovoj kategoriji je jezgra (odnosno kojezgra) mor-
fizma f : V Ñ W jednaka ujednacˇitelju (odnosno koujednacˇitelju) para f , 0: V Ñ W ,





Slika morfizma f : V Ñ W u kategoriji V je monomorfizam Imf ãÑ W zajedno s razlaga-
njem
V Imf W
koje je univerzalno s obzirom na sva takva razlaganja:
V Imf W
U
U svakoj Abelovoj kategoriji je slika Imf ãÑ W jezgra kojezgre morfizma f .
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2.2. SIMETRICˇNE MONOIDALNE KATEGORIJE
2.2 Simetricˇne monoidalne kategorije
U ovom odjeljku proucˇavamo limese i kolimese s posebnom pažnjom na usmjerene i inverzne
sustave te osnovne definicije vezane uz monoidalne kategorije. Vec´ina objekata u disertaciji su
vektorski prostori s dodatnom strukturom, pa se osvrc´emo i na posebne slucˇajeve kategorijskih
konstrukcija u slucˇaju kategorije skupova i kategorije vektorskih prostora.
Definicija 2.2.1. Monoidalna kategorija je šestorka pV ,b, k, a, l, rq u kojoj je V kategorija,
b : V ˆ V Ñ V je bifunktor koji zovemo monoidalni produkt, k je istaknuti objekt u V koji
zovemo jedinicˇni objekt, a : b ˝pbˆ IdVq ñ b ˝ pIdV ˆbq je prirodni izomorfizam funktora
V ˆ V ˆ V Ñ V koji zovemo asocijator, l : pk b IdVq ñ IdV i r : pIdV b kq ñ IdV prirodni
izomorfizmi endofunktora V Ñ V koje zovemo lijevi unitor i desni unitor takvi da za svaka
cˇetiri objekta U , V , W , Z P ObpVq peterokut
ppU b V q bW q b Z
pU b pV bW qq b Z pU b V q b pW b Zq




komutira i za svaka dva objekta V , W P ObpVq trokut
pV b kq bW V b pk bW q
V bW
aV,k,W
rV bidW idV b lW
takod¯er komutira.
Kombiniranjem zahtjeva u definiciji pokazuje se da za sve V , W P ObpVq trokuti
pV bW q b k V b pW b kq
V bW
aV,W,k
rVbW idV b rW






2.2. SIMETRICˇNE MONOIDALNE KATEGORIJE
Definicija 2.2.2. Simetricˇna monoidalna kategorija je šestorka pV ,b, k, a, l, r, σq u kojoj je
petorka pV ,b, k, a, l, rq monoidalna kategorija, a σ “ tσV,W : V bW Ñ W b V uV,WPObV je
familija izomorfizama prirodna u oba argumenta (drugim rijecˇima, σ : IdVˆV Ñ T je prirodni
izomorfizam funktora, gdje je T : V ˆ V Ñ V ˆ V funktor zamjene argumenata) takva da za
sve V , W , Z P ObV vrijedi
σW,V ˝ σV,W “ idVbW
i komutativni su dijagrami sljedec´i šesterokut i trokut.
pV bW q b Z V b pW b Zq pW b Zq b V











2.2.3. (Kartezijeve monoidalne kategorije.) Osnovna klasa primjera simetricˇne monoidalne
kategorije su one cˇiji monoidalni produkt je kategorijski produkt, a jedinicˇni objekt terminalni
objekt. Neka je V kategorija s konacˇnim produktima. Neka je izabran terminalni objekt I u V i
za svaka dva objekta V , W P ObpVq izabran kategorijski produkt V ˆW s projekcijama
pVˆW1 : V ˆW Ñ V, pVˆW2 : V ˆW Ñ W.
Za svaka dva morfizma f : V Ñ V 1, g : W Ñ W 1 kompozicije f ˝ pVˆW1 : V ˆ W Ñ V 1 i
g ˝ pVˆW2 : V ˆW Ñ W 1 prema univerzalnom svojstvu produkta V 1ˆW 1 induciraju morfizam
f ˆ g : V ˆW Ñ V 1 ˆW 1 cˇime ˆ s danim odabirima postaje bifunktor ˆ : V ˆ V Ñ V .
V ˆW
V 1 ˆW 1









Za svaka tri objekta V , W , U u kategoriji V morfizam




2.2. SIMETRICˇNE MONOIDALNE KATEGORIJE
zajedno s kompozicijom projekcija
p1 : pV ˆW q ˆ U V ˆ U V,p
VˆW
1 ˆ idU
definira po univerzalnom svojstvu produkta neki morfizam
aV,W,U : pV ˆW q ˆ U Ñ V ˆ pW ˆ Uq.
Za produkte V ˆW , W ˆV definiramo σV,W : V ˆW Ñ W ˆV koristec´i univerzalno svojstvo










Definiramo morfizme lV : IˆV Ñ V i rV : V ˆI Ñ V kao projekcije produkata s terminalnim
objektom. Inverzi l´1V : V Ñ I ˆ V i r´1V : V Ñ V ˆ I su dani univerzalnim svojstvom
produkata I ˆ V i V ˆ I i u oba slucˇaja inducirani parom morfizama idV i V Ñ I (jedinstveni
morfizam u terminalni objekt). Tim podacima je definirana simetricˇna monoidalna kategorija
pA,ˆ, I, a, l, r, σq. Kako se kategorijski produkt ˆ naziva i Kartezijevim produktom, takve
simetricˇne monoidalne kategorije zovemo Kartezijeve monoidalne kategorije.
Definicija 2.2.4. Neka su C˜ “ pC,b, k, a, l, rq, D˜ “ pD,b1, k1, a1, l1, r1q monoidalne ka-
tegorije. Monoidalni funktor iz C˜ u D˜ je trojka pF, φ, ηq u kojoj je F : C Ñ D funktor,
η : k1 Ñ F pkq morfizam u D i φ : F b1 F Ñ F ˝ p´ b ´q prirodna transformacija funktora s
komponentama
φX,Y : F pXq b1 F pY q Ñ F pX b Y q, X, Y P ObpCq,
takva da za sve X, Y, Z P ObpCq sljedec´i dijagrami komutiraju.
pF pXq b1 F pY qq b1 F pZq F pXq b1 pF pY q b1 F pZqq
F pX b Y q b1 F pZq F pXq b1 F pY b Zq
F ppX b Y q b Zq F pX b pY b Zqq
a1
F pXq,F pY q,F pZq




2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORA pVECT,b,Kq
k1 b1 F pXq F pXq





F pXq b1 k1 F pXq





Jaki monoidalni funktor je monoidalan funktor pF, φq u kojem je φ izomorfizam.
Definicija 2.2.5. Neka je V “ pV ,b, k, a, l, rq monoidalna kategorija koja dopušta koujed-
nacˇitelje, tj. u kojoj svaki par morfizama ima koujednacˇitelj. Kažemo da koujednacˇitelji u V
komutiraju s tenzorskim produktom b ako za svaki paralelni par morfizama f, g : X Ñ Y vri-





onda je za svaki objekt W u kategoriji V morfizam ξ b idW koujednacˇitelj para f b idW ,
g b idW : X bW Ñ Y bW




i morfizam idW b ξ koujednacˇitelj para idW b f, idW b g : W bX Ñ W b Y .
2.3 Kategorija vektorskih prostora pVect,b, kq
Neka je k fiksirano polje. Objekti kategorije Vect vektorskih prostora su k-vektorski prostori, a
morfizmi su k-linearna preslikavanja. Prostor morfizama HomkpV,W q ima i sam strukturu vek-
torskog prostora i kompozicija ˝ : HomkpV,W q˝HomkpZ, V q Ñ HomkpZ,W q je k-bilinearna,
dakle i sama morfizam u Vect. Kategorija Vect ima sve limese i kolimese, a vrhovi konacˇnih
produkata i koprodukata su izomorfni, štoviše ako su pi :
śN
l“1 Vl Ñ Vi kanonske projekcije i














l“1 Vl oznacˇavamo s ‘Nl“1Vl. Nulobjekt 0 je inicijalni objekt u
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2.3. KATEGORIJA VEKTORSKIH PROSTORA pVECT,b,Kq
Vect i k je terminalni objekt u Vect. Ukoliko za kategorijski produkt V ˆ W u Vect izabe-
remo uobicˇajenog predstavnika, naime skup svih ured¯enih parova sa standardnom linearnom
strukturom, tada je simetrija σˆV,W produkta V ˆW Ñ W ˆ V dana s pv, wq ÞÑ pw, vq.
Definicija 2.3.1. Tenzorski produkt vektorskih prostora V i W je vektorski prostor V b W
zajedno s k-bilinearnim preslikavanjem V ˆ W Ñ V b W takav da za svako k-bilinearno
preslikavanje V ˆW Ñ Z postoji jedinstveno k-linearno preslikavanje f : V bW Ñ Z takvo





To svojstvo zovemo univerzalno svojstvo tenzorskog produkta. Cˇesto i sam prostor V bW zo-
vemo tenzorski produkt. Element od V bW koji je slika od pv, wq pri kanonskom preslikavanju
V ˆW Ñ V bW oznacˇavamo s vbw. Takve elemente od V bW zovemo jednostavni tenzori.
Tenzorski produkt bilo koja dva vektorska prostora V i W postoji. Možemo ga realizirati
kao kvocijent slobodnog vektorskog prostora k V ˆW cˇija je baza skup V ˆW po najmanjoj
relaciji ekvivalencije takvoj da λpv, wq „ pλv, wq „ pv, λwq, pv ` v1, wq „ pv, wq ` pv1, wq,
pv, w`w1q „ pv, wq`pv, w1q zajedno s kanonskim bilinearnim preslikavanjem V ˆW Ñ V bW
koje je kompozicija tautološkog ulaganja V ˆW ãÑ k VˆW baze u slobodni vektorski prostor
i kvocijentnog preslikavanja k V ˆW Ñ V bW .
Tenzorski produkt V b W (zajedno s bilinearnim preslikavanjem V ˆ W Ñ V b W )
je univerzalnim svojstvom odred¯en do na jedinstveni izomorfizam. Svaki takav izomorfizam
V bW Ñ V b1W preslikava v b w u v b1 w.
Ukoliko smo za svaka dva vektorska prostora V,W izabrali neki njihov tenzorski produkt
V ˆW Ñ V bW , tada je tenzorski produkt linearnih preslikavanja f : V Ñ V 1 i g : W Ñ W 1
linearno preslikavanje f b g : V bW Ñ V 1 bW 1 koje cˇini dijagram
V ˆW V 1 ˆW 1
V bW V 1 bW 1
fˆg
fbg
komutativnim; takvo preslikavanje je jedinstveno po univerzalnom svojstvu tenzorskog pro-
dukta V ˆW Ñ V bW . Lako se vidi da ako su parovi morfizama g2, g1 i f2, f1 kompozabilni,
tada ima smisla i vrijedi pf2 b g2q ˝ pf1 b g1q “ pf2 ˝ f1q b pg2 ˝ g1q.
23
2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT
Definicija 2.3.2. Kategorija VectFin konacˇno-dimenzionalnih k-vektorskih prostora je puna
potkategorija kategorije Vect cˇiji objekti su konacˇno-dimenzionalni k-vektorski prostori.
Propozicija 2.3.3. Ukoliko su u kategoriji Vect ili kategoriji VectFin za svaka dva objekta V,W
izabrani predstavnici produkta pV ˆW, pV , pW q i tenzorskog produkta V ˆW Ñ V bW tada
koherencije pripadne Kartezijeve simetricˇne monoidalne kategorije pV,ˆ, k, aˆ, lˆ, rˆ, σˆq po
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta induciraju koherencije pripadne monoidalne kate-
gorije s obzirom na tenzorski produkt V b W na nivou prostora. Dakle, kategorije Vect i
VectFin imaju kanonsku pVect,b, k, a, l, r, σq i pVectFin,b, k, a, l, r, σq strukturu simetricˇne
monoidalne kategorije, pri cˇemu je komponenta simetrije σV,W : V bW Ñ W bV jedinstveno
k-linearno preslikavanje koje cˇini dijagram
V ˆW W ˆ V
V bW W b V
σˆV,W
σV,W
komutativnim. Slicˇno tome, asocijator je induciran asocijatorom aˆ,
pV ˆW q ˆ U V ˆ pW ˆ Uq
pV bW q ˆ U V ˆ pW b Uq
pV bW q b U V b pW b Uq
aˆV,W,U
aV,W,U
gdje su kanonski neoznacˇeni morfizmi evidentni ili inducirani univerzalnim svojstvom i funkto-
rijalnošc´u. Slicˇno se definiraju lijevi i desni unitor koristec´i množenje skalarom.
2.4 Limesi i filtrirani kolimesi u Set i Vect
2.4.1 Limesi u Set i Vect
Propozicija 2.4.1. (i) Neka je V : Iop Ñ Set dijagram u kategoriji skupova. Za vrh limesa
limV možemo izabrati skup cˇiji elementi su ured¯ene I-torke pviqiPI P śiPI V piq takve da za
svaki morfizam s : iÑ j u I , vrijedi V psqpvjq “ vi.
limV “  pviqiPI Pź
iPI
V piq | @pi sÑ jq P I, V psqpvjq “ vi
(
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2.4. LIMESI I FILTRIRANI KOLIMESI U SET I VECT
Svaku takvu I-torku nazivamo nit (engl. thread) dijagrama V ili nit limesa limV . Projekcije
konusa pik : limV Ñ V pkq dane su sa
pikppviqiPIq “ vk.
(ii) U kategoriji vektorskih prostora za vrh limesa dijagrama možemo uzeti potprostor pro-
dukta vektorskih prostora koji se sastoji od niti tog dijagrama promatranog kao dijagram sku-
pova. Uvijek postoji barem jedna nit, ona cˇije su komponente nulvektori.
2.4.2 Filtrirane i usmjerene kategorije
U opisu limesa u Set nismo koristili nikakve pretpostavke na malu kategoriju I . Za jednostavan
opis kolimesa u kategoriji skupova i kategoriji vektorskih prostora u propoziciji 2.4.3 trebamo
pretpostaviti da je dijagram filtriran.
Definicija 2.4.2. Kategorija I je filtrirana ako ima sljedec´a svojstva:
(i) I je neprazna, tj. ima barem jedan objekt
(ii) za svaki paralelni par morfizama f , g : i Ñ j postoji objekt k i morfizam h : j Ñ k koji
ih koujednacˇuje, tj. takav da je h ˝ g “ h ˝ f
(iii) za svaka dva morfizma f : iÑ j i g : iÑ l s istom domenom postoji objekt k i morfizmi
f 1 : j Ñ k i g1 : l Ñ k tako da vrijedi f 1 ˝ f “ g1 ˝ g.
Kategorija J je kofiltrirana ako je njena suprotna kategorija Jop filtrirana.
Parcijalni ured¯aj na skupu I je binarna relacija na I koja je refleksivna, antisimetricˇna i
tranzitivna. Parcijalno ured¯en skup pI,ďq je usmjeren skup ako svaka dva njegova elementa
imaju gornju med¯u, tj. ako za svaki i, j P I postoji k P I takav da je i ď k i j ď k. Svaki
parcijalno ured¯en skup pI,ďq može se promatrati kao kategorija cˇiji objekti su elementi od I
i cˇija se klasa morfizama sastoji od po jednog morfizma i Ñ j za svaki par i ď j u I . Takva
kategorija zove se kategorija ured¯aja (engl. order category). Mi c´emo po potrebi slobodno
govoriti o parcijalno ured¯enim skupovima kao o pripadnim kategorijama ured¯aja.
Mala usmjerena kategorija je kategorija ured¯aja koja odgovara usmjerenom skupu. Svaka
usmjerena kategorija je ocˇito filtrirana.
Dakle, kategorija je mala usmjerena kategorija ako je klasa njenih objekata skup, za svaka
dva objekta i, j P I je Hompi, jq jednocˇlan ili prazan skup i za svaka dva objekta i, j P I postoji
k P I i morfizmi iÑ k i j Ñ k.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJI V
2.4.3 Filtrirani kolimesi u kategorijama Set i Vect
Propozicija 2.4.3. (i) Neka je I mala filtrirana kategorija i neka je V : I Ñ V dijagram u ka-
tegoriji Set. Tada za vrh kolimesa colimV možemo uzeti kvocijent disjunktne unije
š
iPI V piq
po relaciji ekvivalencije zadanoj sa: V piq Q v „ w P V pjq ako postoji k P I i morfizmi i rÑ k,
j







v „ w ô D r, s P MorpIq, V prqpvq “ V psqpwq
Ako je I usmjerena kategorija, onda su r i s jedinstveni pa pišemo i v|k “ w|k. Komponente
granicˇnog kokonusa ιi : V piq Ñ colimV dane su sa
ιipvq “ rvs.
(ii) U kategoriji vektorskih prostora vrh kolimesa filtriranog dijagrama je kao skup jednak
kolimesu dijagrama shvac´enog kao dijagrama u Set, sa strukturom vektorskog prostora zada-
nom na sljedec´i nacˇin: za v P V piq i w P V pjq i skalare α, β P k nad¯emo objekt m u I i
morfizme r : iÑ m i s : j Ñ m u I te definiramo
αrvs ` βrws :“ rαV prqpvq ` β V psqpwqs,
što ne ovisi o izboru m, r i s. Ako je I usmjerena kategorija, desnu stranu jednakosti možemo
pisati rαv|m ` βw|ms.
2.5 Usmjereni sustavi i inverzni sustavi u kategoriji V
Svakom dijagramuV : I Ñ V kojem je domena usmjerena kategorija možemo pridružiti njegov
kolimes, ukoliko postoji, a objekti V piq intuitivno aproksimiraju vrh tog kolimesa. Dijagrami
kojima su domene sve moguc´e male usmjerene kategorije organiziraju se u kategoriju IndV
usmjerenih sustava u V koja proširuje V u smislu da svaki objekt u V možemo gledati kao kons-
tantni dijagram (dakle, jednak svom kolimesu) i izomorfni usmjereni sustavi imaju izomorfne
kolimese (ali ne nužno i obratno). Naravno, moguc´e je da neki usmjereni sustavi ni nemaju
kolimes u V . Ako objektima V piq pridružimo konstantne dijagrame, dijagramu V : I Ñ V
možemo pridružiti dijagram u kategoriji usmjerenih sustava. U kategoriji usmjerenih sustava
on nužno ima kolimes cˇiji vrh je izomorfan V . Kategorija V se tako uloži kao puna potkatego-
rija u kategoriju IndV usmjerenih sustava u kategoriji V , koja dopušta sve filtrirane kolimese
[SGA4-1]. Slicˇno definiramo kategoriju inverznih sustava ProV u kategoriji V , cˇiji objekti
profinjuju limese funktora s domenom koja je suprotna maloj usmjerenoj kategoriji.
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2.5. USMJERENI SUSTAVI I INVERZNI SUSTAVI U KATEGORIJI V
U ovoj disertaciji znacˇajnu ulogu c´e imati odred¯ena puna potkategorija Inds V kategorije
usmjerenih sustava u V koju c´emo zvati kategorija filtracija u V i odred¯ena puna potkategorija
Pros V kategorije inverznih sustava u V koju c´emo zvati kategorija kofiltracija u V .
2.5.1 Usmjereni sustavi u kategoriji V
Definicija 2.5.1. Usmjereni sustav u kategoriji V je funktor V : I Ñ V iz male usmjerene
kategorije I u kategoriju V .
Usmjereni sustav V : I Ñ V dan je dakle ovim podacima: za svaki objekt i P I usmjerene
kategorije dan je objekt Vi :“ V piq kategorije V i za svaki par i, j P I za koje je i ď j morfizam
φji :“ V pi Ñ jq tako da vrijedi φii “ idVi za svaki i P I i φkj ˝ φji “ φki za svaku trojku
i ď j ď k u I . Objekte Vi zovemo komponentama usmjerenog sustava, a morfizme φji veznim
morfizmima. Možemo pisati
V “ ptViuiPI , tφji : Vi Ñ VjupiÑjqPMorIq
ili krac´e V “ ptViuiPI , tφjiuq.
Definicija 2.5.2. Neka su V “ ptViuiPI , tφjiuq i W “ ptWkukPJ , tψlkuq usmjereni sustavi u
kategoriji V . Predmorfizam usmjerenih sustava f : V Ñ W je par oblika pλ, tfiuiPIq gdje je
λ : I Ñ J funkcija i tfi : Vi Ñ WλpiquiPI familija morfizama u V takva da vrijedi sljedec´i uvjet:















Na skupu predmorfizama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
„ definirana sa: pλ, tfiuiPIq „ pµ, tgiuiPIq ako za svaki i P I postoje morfizmi λpiq Ñ k i
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To je zaista relacija ekvivalencije. Dokaz je poznat i dualan dokazu analogne cˇinjenice za
inverzne sustave [MardSegal], I.1.1.
Definicija 2.5.3. Morfizam usmjerenih sustava je klasa ekvivalencije predmorfizama po gore
navedenoj relaciji ekvivalencije.
Ako su indeksne kategorije I i J jednake, za morfizam usmjerenih sustava kažemo da je po
nivoima ako postoji njegov predstavnik pλ, tfiuiPIq takav da je λ “ id.
Teorem 2.5.4. Svaki morfizam f : V ÑW usmjerenih sustava V : I Ñ V iW : J Ñ V ekvi-
valentan je nekom morfizmu po nivoima u smislu da postoji usmjerena kategorija K, usmjereni
sustavi V 1 : K Ñ V i W 1 : K Ñ V , izomorfizmi usmjerenih sustava V – V 1 i W – W 1 i
morfizam po nivoima f¯ : V 1 Ñ W 1 tako da je kompozicija V – V 1 f¯Ñ W 1 – W jednaka
morfizmu f : V ÑW .
Dokaz. Dokaz je dualan dokazu u knjizi [MardSegal], I.1.3, Theorem 3.
Neka su f “ pλ, tfiuiPIq : V ÑW i g “ pµ, tgjujPJq : W Ñ Z predmorfizmi usmjerenih
sustava. Tada je
g ˝ f :“ pµ ˝ λ, tgλpiq ˝ fi : Vi Ñ ZµpλpiqquiPIq
predmorfizam usmjerenih sustava V i Z i zovemo ga kompozicijom predmorfizama f i g. (Do-
kaz poznat.)
Kompozicije ekvivalentnih predmorfizama su ekvivalentni predmorfizmi pa
Lema 2.5.5. Kompozicija predmorfizama inducira dobro definiranu asocijativnu kompoziciju
na klasama ekvivalencije predmorfizama, tj. na morfizmima usmjerenih sustava u V .
Time je definirana kategorija usmjerenih sustava u V koju c´emo oznacˇiti IndV .
2.5.2 Inverzni sustavi u kategoriji V
Definicija 2.5.6. Inverzni sustav u kategoriji V je kontravarijantni funktor V : Iop Ñ V iz male
usmjerene kategorije I u kategoriju V .
Inverzni sustav V : Iop Ñ V dan je dakle ovim podacima: za svaki objekt i P I usmjerene
kategorije dan je objekt Vi :“ V piq kategorije V i za svaki par i, j P I za koje je i ě j morfizam
φji :“ V pi Ñ jq tako da vrijedi φii “ idVi za svaki i P I i φkj ˝ φji “ φki za svaku trojku
i ě j ě k u I . Objekte Vi zovemo komponentama inverznog sustava, a morfizme φji veznim
morfizmima. Možemo pisati
V “ ptViuiPI , tφji : Vi Ñ VjupiÑjqPMorIopq
ili krac´e V “ ptViuiPI , tφjiuq.
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Definicija 2.5.7. Neka su V “ ptViuiPI , tφjiuq i W “ ptWkukPJ , tψlkuq inverzni sustavi u
kategoriji V . Predmorfizam inverznih sustava f : V Ñ W je par oblika pλ, tfjujPJq gdje je
λ : J Ñ I funkcija i tfj : Vλpjq Ñ WjujPJ familija morfizama u V takva da vrijedi sljedec´i














Na skupu predmorfizama s istom domenom i kodomenom uvodi se relacija ekvivalencije
„ definirana sa: pλ, tfjujPJq „ pµ, tgjujPJq ako za svaki j P J postoje morfizmi k Ñ λpjq i












To je zaista relacija ekvivalencije, [MardSegal], I.1.1.
Definicija 2.5.8. Morfizam inverznih sustava je klasa ekvivalencije predmorfizama po gore na-
vedenoj relaciji ekvivalencije.
Ako su indeksne kategorije I i J jednake, za morfizam inverznih sustava kažemo da je po
nivoima ako postoji njegov predstavnik pλ, tfjujPJq takav da je λ “ id.
Neka su f “ pλ, tfjujPJq : V ÑW i g “ pµ, tgkukPKq : W Ñ Z predmorfizmi inverznih
sustava. Tada je
g ˝ f :“ pλ ˝ µ, tgk ˝ fµpkq : Vλpµpkqq Ñ ZkukPKq
predmorfizam inverznih sustava V i Z ([MardSegal], I.1.1). Zovemo ga kompozicijom pred-
morfizama f i g.
Kompozicije ekvivalentnih predmorfizama su ekvivalentni predmorfizmi pa vrijedi lema.
Lema 2.5.9. Kompozicija predmorfizama inducira dobro definiranu asocijativnu kompoziciju
na klasama ekvivalencije predmorfizama, tj. na morfizmima inverznih sustava u V .
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Dokaz. Dokaz je raspisan npr. u [MardSegal], I.1.1.
Time je definirana kategorija inverznih sustava u V koju c´emo oznacˇiti ProV .
2.5.3 Kofinalnost
Definicija 2.5.10. Podskup K parcijalno ured¯enog skupa pI,ďq je kofinalan u I ako za svaki
i P I postoji k P K takav da je i ď k. Kažemo da je parcijalno ured¯en skup kofinalnosti λ ako
sadrži kofinalan podskup kardinaliteta λ i ne sadrži kofinalan podskup manjeg kardinaliteta.
Propozicija 2.5.11. Neka je I Ñ V usmjeren sustav i neka jeK kofinalan u I . Tada je usmjeren
sustav K ãÑ I Ñ V izomorfan usmjerenom sustavu I Ñ V . Analogna tvrdnja vrijedi za
inverzne sustave.
Dokaz. Vidi u [MardSegal] ili, u terminima filtriranih kategorija, u [SGA4-1].
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Poglavlje 3
Kategorija proVect kofiltriranih vektorskih
prostora
3.1 Definicije
U prethodnom poglavlju definirani su inverzni sustav u V , predmorfizmi inverznih sustava i
njihova kompozicija, morfizmi inverznih sustava i njihova kompozicija, te kategorija inverznih
sustava u V . Kategorija inverznih sustava u V je ekvivalentna kategoriji poopc´enih inverznih
sustava u V , a ona je ekvivalentna kategoriji pro-objekata u V , pa je oznacˇavamo s ProV .
3.1.1 Kategorija ProsV kofiltracija u V
Definicija 3.1.1. Kofiltracija je inverzni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja epimor-
fizmi. Morfizam kofiltracija je morfizam inverznih sustava.
Kategorija kofiltracija u kategoriji V , u oznaci ProsV , je puna potkategorija kategorije
inverznih sustava u V , u oznaci ProV .
Definicija 3.1.2. ℵ0-kofiltracija je kofiltracija kod koje je indeksna kategorija kofinalnosti naj-
više ℵ0.
Kategoriju ℵ0-kofiltracija u kategoriji V oznacˇavamo s Prosℵ0V .
3.1.3. Kategorija V je puna potkategorija kategorije kofiltracija u V . Imamo sljedec´i niz ulaga-
nja kategorija,
V ãÑ Prosℵ0V ãÑ ProsV ãÑ ProV ,
pri cˇemu je prvo ulaganje pridruživanje odgovarajuc´e konstantne kofiltracije objektu iz V .
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Napomena 3.1.4. U definiciji kofiltriranih vektorskih prostora morat c´emo uzeti limese ℵ0-
kofiltracija vektorskih prostora, jer tada c´e sigurno vrijediti da su projekcije iz vrha limesa
epimorfizmi. Za opc´enite kofiltracije u Vect to ne vrijedi, kao što c´emo uskoro vidjeti.
Lema 3.1.5. Svaki usmjeren skup kofinalnosti ℵ0 posjeduje kofinalan podskup izomorfan s N.
Dokaz. Neka je I usmjeren skup kofinalnosti ℵ0. Oznacˇimo sK neki njegov prebrojiv podskup
koji je u njemu kofinalan. Skup K je prebrojiv pa možemo njegove elemente poredati u niz
pknqnPN. Induktivno c´emo definirati strogo rastuc´i niz elemenata u K na sljedec´i nacˇin.
Za pocˇetak definiramo j1 :“ k1. Zatim pretpostavimo da nakon n-tog koraka imamo defini-
ran strogo rastuc´i niz j1, j2, . . . , jn uK takav da je ji ě ki za svaki i “ 1, 2, . . . , n. U sljedec´em
koraku definiramo jn`1 kao najmanji element u K takav da je jn`1 ě kn`1 i jn`1 ą jn. Gor-
nja med¯a za tkn`1, jnu postoji jer je K usmjeren skup, a takva gornja med¯a strogo vec´a od jn
postoji jer bi u protivnom postojao najvec´i element jN i tjNu bi bio kofinalan podskup od K
kardinaliteta 1 što je u kontradikciji s cˇinjenicama da je najmanji kardinalitet kofinalnog pod-
kupa od I jednak ℵ0 i da je kofinalan podskup kofinalnog podskupa kofinalan podskup. Sada je
ocˇito pjnqnPN strogo rastuc´i niz u K koji je, zbog jn ě kn za svaki n, kofinalan u K. Dokaz se
može vidjeti i u [BourbakiSet].
Propozicija 3.1.6. Svaka ℵ0-kofiltracija nepraznih skupova ima neprazan limes.
Dokaz. Neka je kofiltracija dana sa ptViuiPI , tφijuq. Indeksni usmjereni skup te kofiltracije ima
najvec´i element m ili posjeduje kofinalni podskup K izomorfan s N. U prvom slucˇaju limes
kofiltracije je jednostavno izomorfan s Vm, dakle neprazan, a u drugom slucˇaju postojanje niti
u limesu dobit c´emo primjenom Zornove leme.
Za svaki A Ď K definiramo skup niti na A kao skup svih familija tvauaPA takvih da je
va P Va za svaki a P A i da za svaki usporedivi par a ď b u A vrijedi φabpvbq “ va. Oznacˇimo
skup niti na A s FA. Na uniji F “ ŤAPPpKq FA definiramo parcijalni ured¯aj:
tvauaPA ď tv1bubPB ô A Ď B ^ p@a P Aqpva “ v1aq,
a elemente te unije F zovemo parcijalne niti na K. Skup F je ocˇito neprazan. Svaki lanac u
parcijalno ured¯enom skupu F ima gornju med¯u, naime, jedna gornja med¯a konstruira se tako
da se za indeksni skup A uzme unija indeksnih skupova komponenti lanca, a za nit na A unija
niti na komponentama lanca. Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element
skupa F , parcijalna nit tvmumPM , M Ď K. Sada preostaje dokazati da je M “ K. Za ovaj
korak dokaza je nužno da postoji takav kofinalan K izomorfan N, tj. da je I kofinalnosti ℵ0.
Pretpostavimo suprotno, da je M ‰ K. Tada postoji k P K koji nije element od M . Ako
postoji n P M vec´i od k, onda proširimo nit sa vk :“ φknpvnq. Ako pak ne postoji, onda je k
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gornja med¯a za cijeli M pa uzmimo za n najvec´i element od M i proširimo nit s nekim vk P Vk
takvim da je φnkpvkq “ vn. Takav postoji jer je vezno preslikavanje surjekcija. Lako se vidi
da je u oba slucˇaja tvmumPMYtku zaista parcijalna nit, cˇime dolazimo do kontradikcije. Dakle,
M “ K. Nit definirana na kofinalnom podskupu K se na jedinstven nacˇin proširuje do niti na
cijelom I . Dakle, limes je neprazan. Dokaz se može vidjeti i u [BourbakiSet].
3.1.7. Kofiltracija skupova cˇije su sve komponente neprazne, a cˇija indeksna kategorija nije
kofinalnosti najviše ℵ0, ne mora imati neprazan limes. Štoviše, Henkin je dokazao u [Henkin]
sljedec´i teorem.
Teorem 3.1.8. Svaki usmjereni skup neprebrojive kofinalnosti indeksira neki inverzni sustav
nepraznih skupova i surjektivnih veznih preslikavanja cˇiji je limes prazan skup.
Propozicija 3.1.9. Svaka kofiltracija u Vect ima limes u Vect. Ako je kofiltracija ℵ0-kofiltracija,
sve su komponente tog limesa epimorfizmi.
Dokaz. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.1 o egzistenciji limesa u kategoriji Vect. Dokazu-
jemo sada drugu tvrdnju. Neka je V “ ptViuiPI , tφijuq ℵ0-kofiltracija u Vect. Ako je usmjeren
skup I kofinalnosti 1, onda posjeduje najvec´i element m, pa je projekcija limV Ñ Vm izo-
morfizam. Kako su vezna preslikavanja φim epimorfizmi za svaki i P I , to je i svaka projekcija
piVi “ φim ˝ piVm epimorfizam. Preostaje dokazati tvrdnju za I kofinalnosti ℵ0.
Pretpostavimo dakle da je I kofinalnosti ℵ0. Neka je Vn proizvoljna komponenta kofiltra-
cije V i vn P Vn proizvoljan element. Dokazat c´emo da postoji nit v P limV takva da je
pinpvq “ vn. Neka je K Ď I skup svih k P I takvih da je k ě n. Ocˇito je K kofinalan u I
i kofinalnosti ℵ0. Definiramo sada za svaki k P K skup Sk Ď Vk sa Sk :“ φ´1nk pvnq. Buduc´i
da k tome za svaku trojku usporedivih k ě l ě m u K vrijedi φml ˝ φlk “ φmk, to je za
svaki par k ě l u K sa ψlkpsq “ φlkpsq dobro definirano preslikavanje ψlk : Sk Ñ Sl i ono
je surjekcija. Za definirana preslikavanja ocˇito takod¯er vrijedi ψml ˝ ψlk “ ψmk. Buduc´i da
su vezna preslikavanja φnk surjekcije, to su svi skupovi Sk za k P K neprazni. Iz svega toga
slijedi da je S “ ptSkukPK , tψlkuq ℵ0-kofiltracija nepraznih skupova, pa po propoziciji 3.1.6
ona ima neprazan limes u Set. Postoji dakle nit pvkqkPK u limS, tj. parcijalna nit definirana na
kofinalnom podskupu K u kofiltraciji V , a ta se proširuje do niti u limesu limV .
Napomena 3.1.10. Ako kofiltracija u kategoriji Vect nije ℵ0-kofiltracija, ne mora biti da su
projekcije iz limesa u komponente dijagrama epimorfizmi, vidi sljedec´i primjer.
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Primjer 3.1.11. Pretpostavimo da je B “ ptBiuiPI , tφjiuq kofiltracija u Set cˇije su sve kom-
ponente neprazne i pretpostavimo da je limS prazan skup. Takva postoji po 3.1.8. Definirajmo
sada kofiltraciju V “ ptViuiPI , tψjiuq u Vect cˇije su komponente slobodni vektorski prostori
generirani komponentama kofiltracije B, Vi “ FreepBiq, i vezna preslikavanja inducirana vez-
nim preslikavanjima kofiltracije B, ψji|Bi “ φji. To je kofiltracija, limes te kofiltracije je
limV “ t0u i projekcije nisu surjekcije.
3.1.2 Kategorija proVect kofiltriranih vektorskih prostora
Definicija 3.1.12. Kofiltrirani vektorski prostor je vektorski prostor V zajedno s ℵ0-kofiltracijom
V u kategoriji Vect takvom da je V – limV .
Kofiltrirani vektorski prostor V – limV zadan je dakle komponentama Vi :“ V piq u Vect,
veznim preslikavanjima φij : Vj Ñ Vi :“ V pi Ñ jq kofiltracije u Vect, vrhom univerzalnog
konusa V u Vect nad tom kofiltracijom i komponentama konusa piVi : V Ñ Vi koje zovemo
projekcije. Iz propozicije 3.1.9 izlazi da su sve projekcije piVn epimorfizmi.
Kad pišemo "kofiltrirani vektorski prostor V – limV " podrazumijevamo da je zadan taj
izomorfizam s limesom ili, ekvivalentno, da su zadane komponente piVi univerzalnog konusa s
vrhom V .
Definicija 3.1.13. Morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V – limV i W – limW , gdje
su kofiltracije dane s V “ ptViuiPI , tφkiuq, W “ ptWjujPJ , tψljuq, je svako linearno preslika-
vanje f : V Ñ W takvo da za svaki j P J postoji i P I i linearno preslikavanje fji : Vi Ñ Wj








to jest, simbolima, takvo da vrijedi p@j P JqpDi P IqpDfji : Vi Ñ WjqppiWj ˝ f “ fji ˝ piVi q.
Ocˇito je kompozicija g ˝ f morfizama kofiltriranih vektorskih prostora f i g morfizam ko-
filtiranih vektorskih prostora. Time smo definirali kategoriju kofiltriranih vektorskih prostora
proVect. Njenu punu potkategoriju cˇiji su objekti kofiltrirani vektorski prostori cˇije kofiltracije
imaju konacˇno-dimenzionalne komponente oznacˇit c´emo s proVectFin.
Sljedec´a propozicija koristi propoziciju 3.1.9 koja kaže da su sve projekcije iz limesa ℵ0-
kofiltracije u kategoriji Vect epimorfizmi.
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Propozicija 3.1.14. Svaki morfizam kofiltriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni mor-
fizam odgovarajuc´ih ℵ0-kofiltracija vektorskih prostora i obratno na sljedec´i nacˇin:
(i) Neka je f : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, na kojima su kofiltracije
dane s V “ ptViuiPI , tφkiuq,W “ ptWjujPJ , tψljuq. Definiramo skup
Hpfq :“ tfji : Vi Ñ Wj | j P J, i P I, piWj ˝ f “ fji ˝ piVi u.
Tada svaki izbor podfamilije oblika tfjλpjq : Vλpjq Ñ WjujPJ Ď Hpfq definira predmorfizam ko-
filtracijaV ÑW i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. Pridruživanje
koje morfizmu f kofiltriranih vektorskih prostora na ovaj nacˇin pridruži morfizam kofiltracija
poštuje kompoziciju.
(ii) Svaki predmorfizam ℵ0-kofiltracija tfjλpjq : Vλpjq Ñ WjujPJ : V ÑW odred¯uje jedins-
tveno preslikavanje f : V Ñ W med¯u limesima V – limV , W – limW tih kofiltracija takvo
da je za svaki j P J
piWj ˝ f “ fjλpjq ˝ piVλpjq.
Ekvivalentni predmorfizmi odred¯uju isto preslikavanje f . Pridruživanje koje morfizmu kofiltra-
cija na ovaj nacˇin pridruži morfizam kofiltriranih vektorskih prostora poštuje kompoziciju.
Ta dva pridruživanja su med¯usobno inverzna.
Dokaz. (i) Za svaki j P J oznacˇimo s Kpjq skup indeksa i P I za koje postoji linearno pres-
likavanje fji : Vi Ñ Wj takvo da je piWj ˝ f “ fji ˝ piVi . Svaki skup Kpjq je neprazan jer je
f morfizam kofiltriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanje fji je jedinstveno odred¯eno
parom pi, jq jer su projekcije piVi epimorfizmi. Dokazujemo da za svako vezno preslikavanje
ψlj : Wj Ñ Wl vrijedi da za svaka dva preslikavanja fji i flk iz skupa Hpfq s kodomenama Wj













Neka je n P I takav da je n ě i i n ě k. Na sljedec´em dijagramu su komutativni oba lijeva
bocˇna trokuta (konus s vrhom V ), desni bocˇni trokut (konus s vrhom W ), prednji i stražnji




























ψlj ˝ fji ˝ φin ˝ piVn “ ψlj ˝ fji ˝ piVi
“ ψlj ˝ piWj ˝ f
“ piWl ˝ f
“ fik ˝ piVk
“ fik ˝ φkn ˝ piVn
iz cˇega slijedi, zbog toga što je projekcija piVn epimorfizam,
ψlj ˝ fji ˝ φin “ fik ˝ φkn.
Za svaki j P J odaberimo λpjq P Kpjq. Iz prethodno dokazanog slijedi da je pλ, tfλpjqjuq
predmorfizam kofiltracija V Ñ W i da su svaka takva dva predmorfizma ekvivalentna, pa
je time morfizmu f kofiltriranih vektorskih prostora pridružen na kanonski nacˇin morfizam
odgovarajuc´ih kofiltracija.
Dokazujemo da to pridruživanje poštuje kompoziciju. Neka su f : V Ñ W i g : W Ñ Z
morfizmi kofiltriranih vektorskih prostora V – limV , W – limW , Z – limZ. Za predmor-
fizme pλ, tfjλpjquq : V Ñ W i pµ, tgjµpjquq : W Ñ Z odabrane na prethodni nacˇin vrijedi da
je njihova kompozicija
pλ ˝ µ, gjµpjq ˝ fµpjqλpµpjqqq
predmorfizam kofiltracija V ÑW takav da za svaki j P J vrijedi
gjµpjq ˝ fµpjqλpµpjqq ˝ piVλpµpjqq “ gjµpjq ˝ piWµpjq ˝ f “ piZj ˝ g ˝ f.
Svaka komponenta te kompozicije dakle leži u skupu
Hpg ˝ fq “ thjk : Vk Ñ Zj | piZj ˝ g ˝ f “ hjk ˝ piVk u
36
3.1. DEFINICIJE
pa je predmorfizam pridružen kompoziciji g ˝ f ekvivalentan kompoziciji predmorfizama pri-
druženih f i g.
(ii) Obratno, neka je predmorfizmom pλ, tfj : Vλpjq Ñ WjujPJq zadan morfizam kofiltracija
V Ñ W . Dokazujemo prvo da je tada s tfj ˝ piVλpjqujPJ definiran konus nad W s vrhom V .













Buduc´i da su piVn komponente konusa nad V iz prethodnog slijedi
ψlj ˝ fj ˝ piVλpjq “ ψlj ˝ fj ˝ φλpjqn ˝ piVn “ fl ˝ φλplqn ˝ piVn “ fl ˝ piVλplq.
Dakle, familijom tfj ˝ piVλpjqujPJ je definiran konus nad W s vrhom V pa po univerzalnom
svojstvu limesa on odred¯uje jedinstveno linearno preslikavanje f : V Ñ limW – W takvo da
je piWj ˝ f “ fj ˝ piVλpjq za svaki j P J . Dokazujemo zatim da ekvivalentni predmorfizmi na
ovaj nacˇin definiraju isti konus pa time i isto preslikavanje f . Neka je pµ, tgj : Vµpjq Ñ Wjuq
predmorfizam ekvivalentan gornjem predmorfizmu pλ, tfjuq. Za svaki j P J postoji gornja












pa vrijedi fj ˝ piVλpjq “ fj ˝ φλpjqn ˝ piVn “ gj ˝ φµpjqn ˝ piVn “ gj ˝ piVµpjq.
Dokazujemo sada da to pridruživanje poštuje kompoziciju. Neka su pλ, tfjujPJq : V ÑW
i pµ, tgkukPKq : W Ñ Z dva predmorfizma kofiltracija. Oni odred¯uju jedinstvena preslikavanja
f i g takva da vrijedi piWj ˝ f “ fj ˝ piVλpjq za svaki j P J i piZk ˝ g “ gk ˝ piWµpkq za svaki k P K.
Slijedi da za njihovu kompoziciju
pλ ˝ µ, tgk ˝ fµpkqukPKq
za svaki k P K vrijedi
piZk ˝ g ˝ f “ gk ˝ piWµpkq ˝ f “ gk ˝ fµpkq ˝ piVλpµpkqq
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Pridruženo jedinstveno linearno preslikavanje h : V Ñ Z takvo da je
piZk ˝ h “ gk ˝ fµpkq ˝ piVλpµpkqq
za svaki k P K nužno je tada jednako g ˝ f . Dakle, kompoziciji dva predmorfizma kofiltracija
pridružena je kompozicija odgovarajuc´ih morfizama kofiltriranih vektorskih prostora.
Ocˇito je da su pridruživanja med¯usobno inverzna.
Za dva med¯usobno pridružena morfizma kofiltracija V Ñ W i kofiltriranih vektorskih
prostora V Ñ W iz prethodne propozicije kažemo da su inducirani jedan drugim, a elemente
skupa Hpfq zovemo komponente tog morfizma kofiltracija odnosno tog morfizma kofiltriranih
vektorskih prostora.
Napomena 3.1.15. Tvrdnja prethodne propozicije ne vrijedi ako umjesto kofiltracija proma-
tramo inverzne sustave vektorskih prostora, tj. objekte u Proℵ0Vect ili ProVect, i njihove li-
mese u Vect. Bez uvjeta da su vezni morfizmi epimorfizmi, ne bi nužno vrijedilo niti da su
projekcije iz limesa epimorfizmi, pa ne bismo mogli na ovaj nacˇin zakljucˇiti da su svaka dva
predmorfizma ekvivalentna. Tada bi bilo moguc´e da jednom morfizmu kofiltriranih vektorskih
prostora odgovara više neekvivalentnih predmorfizama, kao u sljedec´em primjeru.
Primjer 3.1.16. Neka je B inverzni sustav u Set s komponentama Si “ tn P N | n ě iu,
i P N i veznim morfizmima φji : Si Ñ Sj definiranim sa φjipnq “ n, n P Si. Ocˇito je S :“
ptSiuiPN, tφjiuq inverzni sustav cˇiji je limes limS prazan skup. Neka je sada V inverzni sustav
u Vect cˇije su komponente slobodni vektorski prostori razapeti komponentama kofiltracije B i
vezna preslikavanja inducirana veznim preslikavanjima kofiltracije B. Tada je limV trivijalni
vektorski prostor t0u. Jedino linearno preslikavanje limV Ñ limV je identiteta. No, postoji
puno neekvivalentnih predmorfizama kofiltracija V Ñ V , naprimjer, predmorfizmi f pkq :“
pid, tf pkqi : Vi Ñ Viuq definirani na elementima baza sa f pkqi pnq “ kn, n P Bi.
Korolar 3.1.17. Pridruživanje koje svakoj ℵ0-kofiltraciji V u Vect pridruži njen limes V –
limV u Vect, a svakom morfizmu V Ñ W ℵ0-kofiltracija njime inducirani morfizam kofil-
triranih vektorskih prostora limV Ñ limW je funktor koji je ekvivalencija kategorije ℵ0-
kofiltracija vektorskih prostora i kategorije kofiltriranih vektorskih prostora:
Prosℵ0Vect – proVect.
3.1.3 Upotpunjenje vektorskog prostora po kofiltraciji
Definicija 3.1.18. Neka je V “ ptViuiPI , tφjiuq kofiltracija u Vect i neka je zadan konus
tpiVi : V Ñ Viu nad V u Vect s vrhom V cˇije su sve komponente epimorfizmi. Tada kažemo da
je V kofiltracija na vektorskom prostoru V .
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Neka je V kofiltracija na V iz Vect. Buduc´i da je V vrh konusa nad V , postoji kanonsko
linearno preslikavanje
V Ñ limV “: Vˆ.
Ako je kofiltracija V ℵ0-kofiltracija , Vˆ je kofiltrirani vektorski prostor koji zovemo onda upot-
punjenje vektorskog prostora V po kofiltraciji V .
Propozicija 3.1.19. Neka su na vektorskim prostorima V iW dane kofiltracijeV “ ptViuiPI , tφkiuq,
W “ ptWjujPJ , tψljuq. Neka je f : V Ñ W morfizam vektorskih prostora. Definiramo skup
Hpfq :“ tfji : Vi Ñ Wj | j P J, i P I, piWj ˝ f “ fji ˝ piVi u.
Ako f ima svojstvo
p@j P JqpDi P IqpDfji : Vi Ñ WjqppiWj ˝ f “ fji ˝ piVi q, (3.1)
onda svaki izbor podfamilije oblika tfjλpjq : Vλpjq Ñ WjujPJ Ď Hpfq definira predmorfizam
kofiltracija V ÑW i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme.
Dokaz. Dokaz je identicˇan dokazu prvog dijela propozicije 3.1.14 jer nije nužno da su pros-
tori V i W potpuni po kofiltracijama, samo da su komponente konusa iz njih u komponente
kofiltracija epimorfizmi.
3.1.20. Dakle, ako linearno preslikavanje f : V Ñ W vektorskih prostora na kojima su dane
kofiltracije V i W kao u propoziciji ima svojstvo (3.1), onda inducira morfizam kofiltracija
V Ñ W koji zatim po propoziciji 3.1.14 (ii) inducira morfizam kofiltriranih vektorskih pros-
tora limV Ñ limW . To preslikavanje zovemo upotpunjenje preslikavanja f po tim kofiltra-
cijama:
fˆ : Vˆ – limV Ñ Wˆ – limW .
Lako se provjeri da to pridruživanje V ÞÑ Vˆ , f ÞÑ fˆ poštuje kompoziciju i identitetu preslikava





Dokažimo sada tu tvrdnju. Za svaki j P J postoji i P I i preslikavanje fji : Vi Ñ Wj takvo da je
donji kvadrat na sljedec´em dijagramu komutativan. Desni trokut i lijevi trokut su komutativni
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jer su κV : V Ñ Vˆ i κW : W Ñ Wˆ kanonski morfizmi vrha konusa u limes, a vanjski cˇetverokut














Dokazujemo da je tada i gornji kvadrat komutativan, tj. da vrijedi κW ˝ f “ fˆ ˝ κV . To c´e
slijediti ako dokažemo da za svaki j P J vrijedi piWˆj ˝ κW ˝ f “ piWˆj ˝ fˆ ˝ κV , buduc´i da je
preslikavanje u limes Wˆ jedinstveno odred¯eno komponentama konusa nadW . Zbog navedenih
komutativnosti kvadrata i trokuta na dijagramu vrijedi
piWˆj ˝ κW ˝ f “ piWj ˝ f “ fji ˝ piVi “ fji ˝ piVˆi ˝ κV “ piWj ˝ f “ piWˆj ˝ fˆ ˝ κV .
Tvrdnja je dokazana.
3.1.4 Kategorija proSet kofiltriranih skupova
Analogne propozicije vrijede i za ℵ0-kofiltracije u Set i kofiltrirane skupove. Ove definicije
su potrebne da bismo mogli definirati bilinearni morfizam kofiltracija u Vect i onda iskazati
univerzalno svojstvo tenzorskog produkta kofiltracija u ProsVect i proVect.
Definicija 3.1.21. Kofiltrirani skup je skup S zajedno s ℵ0-kofiltracijom S u Set takvom da je
S – limS. Morfizam kofiltriranih skupova S – limS i T – limT , gdje su kofiltracije dane
s S “ ptSiuiPI , tφkiuq i T “ ptTjujPJ , tψljuq, je svako preslikavanje f : S Ñ T skupova sa
svojstvom
p@j P JqpDi P IqpDfji : Si Ñ TjqppiTj ˝ f “ fji ˝ piSi q.
Propozicija 3.1.22. Svaka komponenta limesa ℵ0-kofiltracije skupova je epimorfizam.
Propozicija 3.1.23. Svaki morfizam ℵ0-kofiltracija S Ñ T skupova inducira jedinstveni mor-
fizam S Ñ T kofiltriranih skupova S – limS i T – limT i obratno. Pridruživanja su
med¯usobno inverzna i poštuju kompoziciju.
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Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 3.1.14 za kategoriju Vect.
Korolar 3.1.24. Pridruživanje koje svakom kofiltriranom skupu S – limS pridruži njegovu
kofiltracijuS, a svakom morfizmu kofiltriranih skupova f : S Ñ T inducirani morfizam njihovih
kofiltracija pλ, tfiuq je funktor koji je ekvivalencija kategorije kofiltriranih skupova i kategorije
ℵ0-kofiltracija skupova:
proSet – Prosℵ0Set.
Definicija 3.1.25. Kartezijev produkt kofiltracija S “ ptSiuiPI , tφkiuq i T “ ptTjujPJ , tψljuq u
kategoriji Set je kofiltracija S ˆ T :“ ptSi ˆ Tjupi,jqPIˆJ , tφki ˆ ψljuq.
Lako se provjeri da je prethodna definicija dobra, tj. da je kartezijev produkt epimorfizama
opet epimorfizam.
Definicija 3.1.26. Neka suV ,W ,Z kofiltracije u Vect. Za morfizam kofiltracijaV ˆW Ñ Z
u Set kažemo da je bilinearni morfizam kofiltracija ako je svaka komponenta tog morfizma
bilinearno preslikavanje.
Dovoljno je da sve komponente nekog predmorfizma budu bilinearna preslikavanja, tada su
sve komponente svakog predmorfizma bilinearna preslikavanja.
Propozicija 3.1.27. Svaki bilinearni morfizam V ˆW Ñ Z ℵ0-kofiltracija vektorskih prostora
inducira jedinstveno bilinearno preslikavanje iz V ˆ W – limV ˆW u Z – limZ koje
je morfizam kofiltriranih skupova i obratno. Pridruživanja su med¯usobno inverzna i poštuju
kompoziciju.
Dokaz. Analogan dokazu propozicije 3.1.14 za morfizme u proVect i Prosℵ0Vect uz dodatnu
provjeru da su inducirani morfizmi bilinearni.
Bilinearno preslikavanje V ˆW – limV ˆW Ñ Z – limZ koje je morfizam kofiltriranih
skupova nazivamo još i neprekidno bilinearno preslikavanje.
3.2 Tenzorski produkt na kategoriji proVect
3.2.1 Proširenje tenzorskog produkta s V na kategoriju ProsV
Definicija 3.2.1. Neka je pV ,b, kq simetricˇna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Za dvije kofiltracije V : Iop Ñ V , W : Jop Ñ V
definiramo tenzorski produkt kofiltracija V bW : Iop ˆ Jop Ñ V kao kompoziciju
Iop ˆ Jop V ˆ V V .pV ,W q b
41
3.2. TENZORSKI PRODUKT NA KATEGORIJI PROVECT
Tenzorski produkt morfizama kofiltracija V Ñ V 1 i W Ñ W 1, cˇiji su predstavnici redom
predmorfizmi pλ, tfiuiPI 1q i pµ, tgjujPJ 1q, je morfizam kofiltracija V bW Ñ V 1 bW 1 zadan
predmorfizmom pλˆ µ, tfi b gjupi,jqPI 1ˆJ 1q.




tφki b ψlj : Vi bWj Ñ Vk bWlupiÑk,jÑlqPMorpIopˆJopq
Tezorski produkt moguc´e je na isti nacˇin definirati na cijeloj kategoriji ProV inverznih
sustava u V . Mi c´emo pokazati da je prethodna definicija dobra i da je pProsV ,b, kq simetricˇna
monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategoriju pProV ,b, kq.
Propozicija 3.2.2. Definicija tenzorskog produkta kofiltracija i tenzorskog produkta morfizama
kofiltracija je dobra, tj. vrijedi sljedec´e.
(i) Tenzorski produkt kofiltracija je kofiltracija.
(ii) Tenzorski produkt morfizama kofiltracija je dobro definiran morfizam kofiltracija.
Dokaz. (i) Ocˇito je time zadan inverzni sustav, a svaki vezni morfizam je epimorfizam jer je
tenzorski produkt dva epimorfizma u V epimorfizam.
(ii) Tvrdnja slijedi iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su dane ko-
filtracije V “ ptViuiPI , tφkiuq i W “ ptWjujPJ , tψljuq te V 1 “ ptV 1i uiPI 1 , tφ1kiuq i W 1 “
ptW 1jujPJ 1 , tψ1ljuq i predmorfizmi f “ pλ, tfiuiPI 1q : V Ñ V 1 i g “ pµ, tgjujPJ 1q : W Ñ W 1.
Dokazujemo da je tada fbg “ pλˆµ, tfibgjupi,jqPI 1ˆJ 1q predmorfizam kofiltracija V bW Ñ
V 1 bW 1.
Buduc´i da su f i g predmorfizmi kofiltracija, za svaki par i ě k u I 1 postoji gornja med¯a p
od λpiq i λpkq u I i za svaki par j ě l u J 1 postoji gornja med¯a r od µpjq i µplq u J takve da su
sljedec´a dva peterokuta komutativna:
Vλpiq















// V 1k Wµplq gl
//W 1l
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Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi da je i sljedec´i peterokut komutativan:






Vλpkq bWµplq fkbgl // V
1
k bW 1l
Dakle, za svaki par pi, jq ě pk, lq u I 1 ˆ J 1 postoji pp, rq u I ˆ J tako da je prethodni dijagram
komutativan, pa je dokazano da je f b g predmorfizam tenzorskog produkta kofiltracija.
Neka su sada dana još dva predmorfizma f 1 “ pλ1, tf 1iuiPI 1q i g1 “ pµ1, tg1jujPJ 1q ekvivalentna
redom predmorfizmima f i g. Dokazujemo da je tada predmorfizam f 1 b g1 “ pλ1 ˆ µ1, tf 1i b
g1jupi,jqPI 1ˆJ 1q ekvivalentan predmorfizmu f b g.
Buduc´i da je f „ f 1 i g „ g1, za svaki i P I 1 postoji gornja med¯a p od λpiq i λ1piq u I i



































Za svaki pi, jq u I 1 ˆ J 1 postoji dakle gornja med¯a pp, rq od pλpiq, µpjqq i pλ1piq, µ1pjqq u I ˆ J
takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. f 1 b g1 je predmorfizam ekvivalentan predmor-
fizmu f b g.
Propozicija 3.2.3. Tenzorski produkt kofiltracija u V je bifunktor
b : ProsV ˆ ProsV Ñ ProsV .
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Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt morfizama kofiltracija poštuje kom-
poziciju i paru identiteta pridružuje identitetu. Detaljnije, neka su f “ pλ, tfiuiPI 1q : V Ñ V 1,
g “ pµ, tgiuiPI2q : V 1 Ñ V 11, d “ pν, tdjujPJ 1q : W Ñ W 1 i h “ pκ, thjujPJ2q : W 1 Ñ W 11
predmorfizmi kofiltracija. Dokazujemo da vrijedi
pg ˝ fq b ph ˝ dq “ pg b hq ˝ pf b dq.
Kompozicije predmorfizama su g ˝ f “ pλ ˝ µ, tgi ˝ fµpiquq i h ˝ d “ pν ˝ κ, thj ˝ dκpjquq pa je
pg ˝ fq b ph ˝ dq “ ppλ ˝ µ, ν ˝ κq, tpgi ˝ fµpiqq b phj ˝ dκpjqquq što je jednako predmorfizmu
ppλ, νq ˝ pµ, κq, tpgi b hjq ˝ pfµpiq b dκpjqquq “ pgb hq ˝ pf b dq po funktorijalnosti tenzorskog
produkta na Vect. Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je ocˇito identiteta:
pidˆ id, tidb id : Vi bWj Ñ Vi bWjupi,jqPIˆJq.
Propozicija 3.2.4. Neka je pV ,b, kq simetricˇna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Tada je kategorija kofiltracija u V , ProsV , uz tenzor-
ski produkt kofiltracija b simetricˇna monoidalna kategorija:
pProsV ,b, kq.
Njena puna potkategorija Prosℵ0V je takod¯er simetricˇna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V ãÑ Prosℵ0V ãÑ ProsV
su jaki monoidalni funktori.
Dokaz. Neka su tαVWZu, tλV u, tρV u i tσVW u asocijator, lijevi unitor, desni unitor i simetriza-
tor za simetricˇnu monoidalnu kategoriju pV ,b, kq. Asocijator α je prirodni izomorfizam funk-
tora pa definira izomorfizam kofiltracija αVWZ po nivoima predmorfizmom pid, tαViWjZkuq:




// Vi b pWj b Zkq
φlibpψmjbσnlq

pVl bWmq b Zn
αVlWmZn // Vl b pWm b Znq
i familija tαVWZu je prirodna transformacija funktora:




// Vλpiq b pWµpjq b Zνpkqq
fibpgjbhkq








// V 1i b pW 1j b Z 1kq
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Na isti nacˇin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator definiraju prirodne izomorfizme tλV u,
tρV u i tσVW u. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, šeste-
rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajuc´em
dijagramu u kategoriji V .
3.2.5. Tenzorski produkt V bW dviju kofiltracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s još jednim
podatkom: kanonskim bilinearnim morfizmom kofiltracija V ˆW Ñ V bW .
Lema 3.2.6. Tenzorski produkt dvaju epimorfizama u Vect (odnosno VectFin) je epimorfizam.
Dokaz. Svaki element od V 1 b W 1 može se zapisati kao konacˇna suma jednostavnih tenzorař
v1k b w1k. Buduc´i da su f : V Ñ V 1 i g : W Ñ W 1 epimorfizmi, za svaki k postoje vk P V i
wk P W takvi da je fpvkq “ v1k i gpwkq “ w1k. Ocˇito je pf b gqp
ř
vk b wkq “ ř v1k b w1k.
Slijedi drugi dokaz, iz univerzalnog svojstva.
V bW V 1 bW 1 Z




Ako f b g ujednacˇuje par d, h, onda i V ˆW Ñ V bW Ñ V 1 bW 1 ujednacˇuje par d, h,
dakle V ˆW Ñ V 1 ˆW 1 Ñ V 1 bW 1 ujednacˇuje par d, h. Za epimorfizme f , g vrijedi da
je f ˆ g epimorfizam pa slijedi i da V 1 ˆW 1 Ñ V 1 bW 1 ujednacˇuje par d, h, tj. da postoji
bilinearno preslikavanje V 1 ˆW 1 Ñ Z takvo da je desni trokutic´ komutativan i za d i za h. Po
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta proizlazi d “ h.
Korolar 3.2.7. Kategorija kofiltracija u Vect, ProsVect, je uz tenzorski produkt kofiltracija
simetricˇna monoidalna kategorija. Njene pune potkategorije Prosℵ0Vect i Pro
s
ℵ0VectFin su ta-
kod¯er simetricˇne monoidalne kategorije. Kanonski funktori ulaganja
pVect,b, kq ãÑ pProsℵ0Vect,b, kq
pVectFin,b, kq ãÑ pProsℵ0VectFin,b, kq
dani konstrukcijom konstantne kofiltracije su jaki monoidalni funktori.
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3.2.2 Univerzalno svojstvo tenzorskog produkta kofiltracija
Propozicija 3.2.8. Neka su V iW kofiltracije u kategoriji Vect. Tenzorski produkt kofiltracija
V bW je kofiltracija u Vect, zajedno s bilinearnim morfizmom kofiltracija V ˆW Ñ V bW ,
takva da za svaki bilinearni morfizam kofiltracija iz V ˆW u Z postoji jedinstveni morfizam
kofiltracija iz V bW u Z za koji je sljedec´i dijagram komutativan.
V bW Z
V ˆW
Dokaz. Egzistencija. Ocˇito kanonska preslikavanja na sljedec´em dijagramu cˇine predmorfizam







Vi ˆWk // Vi bWk
Neka je g “ pλ ˆ µ, tgn : Vλpnq ˆWµpnq Ñ Znuq bilinearni predmorfizam kofiltracija V ˆ
W Ñ Z. Za svaki n P K, po univerzalnom svojstvu obicˇnog tenzorskog produkta, postoji




Vλpnq bWµpnq hn // Zn
Dokazujemo da skup thnunPK definira predmorfizam kofiltracija. Zadani morfizam g je
morfizam kofiltracija pa za svaki par m ă n u K postoji pk, lq u I ˆ J takav da je pk, lq ě















55Vλpmq bWµpmq hm // Zm
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Komutiraju takod¯er gornji i donji trokut (definicija hn i hm) i dva lijeva cˇetverokuta (kanon-
ski morfizam t je morfizam kofiltracija), a preslikavanje Vk ˆWl Ñ Vk bWl je epimorfizam
pa slijedi i da unutrašnji peterokut komutira. Dakle, h “ pλ ˆ µ, thnunPKq je predmorfizam
kofiltracija V bW Ñ Z za koji vrijedi h ˝ t “ g.
Jedinstvenost. Dokazujemo sada da je svaki drugi predmorfizam s tim svojstvom ekvivalen-
tan ovome. Neka je k “ pαˆβ, tkn : VαpnqˆWβpnq Ñ Znuq jedan takav predmorfizam. Buduc´i
da je k ˝ t “ g, za svaki n P K postoji pp, rq P I ˆ J koji je gornja med¯a od pλpnq, µpnqq i














Vαpnq ˆWβpnq // Vαpnq bWβpnq
kn
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Unutrašnji desni cˇetverokut je komutativan jer je vanjski peterokut komutativan, gornji tro-
kut je komutativan, dva lijeva cˇetverokuta su komutativna i preslikavanje Vp ˆWr Ñ Vp bWr
je epimorfizam. Dakle, predmorfizam k je ekvivalentan predmorfizmu h.
3.2.3 Upotpunjeni tenzorski produkt
Definicija 3.2.9. Tenzorski produkt kofiltriranih vektorskih prostora V – limV i W – limW
je kofiltrirani vektorski prostor V bˆW :“ limV bW s kofiltracijom V bW , zajedno s
kanonskim morfizmom kofiltracija V ˆW Ñ V bW . Tenzorski produkt morfizama f i g
kofiltriranih prostora, u oznaci f bˆ g, je jedinstveno linearno preslikavanje med¯u limesima ten-
zorskih produkata kofiltracija koje je inducirano tenzorskim produktom morfizama kofiltracija
induciranih s f i g.
Tenzorski produkt V bˆW kofiltriranih vektorskih prostora V – limV i W – limW
zovemo još i upotpunjeni tenzorski produkt vektorskih prostora V i W s obzirom na kofiltracije
V iW .
Napomena 3.2.10. Skup jednostavnih tenzora. Neka su V – limV i W – limW kofiltri-
rani vektorski prostori, uz kofiltracije V : I Ñ Vect i W : J Ñ Vect. Zamijetimo da je tada
V bW ℵ0-kofiltracija na vektorskom prostoru V bW i da je V bˆW upotpunjenje vektorskog
prostora V bW po kofiltraciji V bW . Neka je ι : V bW Ñ V bˆW kanonsko preslikavanje
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u upotpunjenje. Vrijedi dakle
piV bˆWi,j ˝ ι “ piVi b piWj .
Sljedec´i dijagram je komutativan
V bW V bˆW
V ˆW
ι
jer su preslikavanja u njemu inducirana morfizmima kofiltracija, a kofiltracije na V b W i
V bˆW su jednake i ti morfizmi kofiltracija ocˇito cˇine komutativan dijagram:
V bW V bW
V ˆW
id
Dakle, jednostavan tenzor vbw u V bW preslika se po ι u jednostavan tenzor vbw u V bˆW .
Skup jednostavnih tenzora u V bˆW je slika skupa jednostavnih tenzora u V bW po ι. Slijedi
da za svaki jednostavan tenzor v b w u V bˆW vrijedi
piV bˆWi,j pv b wq “ piVi pvq b piWj pwq.
Propozicija 3.2.11. Kategorija kofiltriranih vektorskih prostora je simetricˇna monoidalna ka-
tegorija i ekvivalencija s kategorijom ℵ0-kofiltracija u Vect je jaki monoidalni funktor
pproVect, bˆ, kq – pProsℵ0Vect,b, kq.
Dokaz. Kategorija kofiltriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji ℵ0-kofiltracija u
Vect. Funktor koji je ekvivalencija med¯u njima pridružuje tenzorskom produktu objekata u
Prosℵ0Vect tenzorski produkt objekata u proVect i tenzorskom produktu morfizama u Pro
s
ℵ0Vect
tenzorski produkt morfizama u proVect. Komponente simetrizatora, asocijatora, lijevog i des-
nog unitora u proVect su upotpunjenja istih u kategoriji Vect.
3.2.4 Univerzalno svojstvo upotpunjenog tenzorskog produkta
Korolar 3.2.12. Neka su V – limV i W – limW kofiltrirani vektorski prostori. Tada je
V bˆW kofiltrirani vektorski prostor, zajedno s neprekidnim bilinearnim preslikavanjem V ˆ
W Ñ V bˆW , takav da za svako neprekidno bilinearno preslikavanje iz V ˆ W u kofiltri-
rani vektorski prostor Z – limZ postoji jedinstveni morfizam kofiltriranih vektorskih prostora
V bˆW Ñ Z za koji je sljedec´i dijagram komutativan.
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Ovim univerzalnim svojstvom odred¯en je i upotpunjeni tenzorski produkt morfizama:




// V 1 ˆW 1
OO
Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost izlaze iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta u ka-
tegoriji Prosℵ0Vect i ekvivalencije monoidalnih kategorija pproVect, bˆ, kq – pProsℵ0Vect,b, kq.
3.3 Formalne sume i formalne baze
3.3.1 Formalne sume i neprekidna preslikavanja
Definicija 3.3.1. Neka je V : Iop Ñ Vect kofiltracija u kategoriji Vect. Formalna suma u V je
izraz oblika
ř
λPΛ vλ gdje je preslikavanje Λ Ñ limV , λ ÞÑ vλ, familija niti u limV takva da
je za svaki i P I skup tλ P Λ | piipvλq ‰ 0u konacˇan.
Slicˇno, neka je V – limV i neka su piVi : V Ñ Vi komponente univerzalnog konusa s
vrhom V nad kofiltracijom V . Formalna suma u V – limV je izraz oblika řλPΛ vλ gdje je
preslikavanje Λ Ñ V , λ ÞÑ vλ, familija u V takva da je za svaki i P I skup tλ P Λ | piVi pvλq ‰ 0u
konacˇan.
Sljedec´a tvrdnja je ocˇigledna.
Propozicija 3.3.2. Ako je
ř
λPΛ vλ formalna suma u V , onda postoji jedinstvena nit z “ pziqiPI





gdje je suma na desnoj strani, s oznakom
ř¯
, shvac´ena kao konacˇna suma po svim λ P Λ za
koje je piipvλq ‰ 0. Tu nit zovemo vrijednost formalne sume řλPΛ vλ, a aproksimacije zi P Vi
zovemo parcijalne sume formalne sume
ř
λPΛ vλ te pišemo z “
ř
λPΛ vλ.
Slicˇno za formalnu sumu u V – limV definiramo vrijednost formalne sume i aproksimacije
formalne sume. Ako je vrijednost formalne sume
ř
λPΛ vλ u V – limV jednaka v P V , pišemo
dakle kratko:
ř
λPΛ vλ “ v.
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Definicija 3.3.3. Neka su V iW dvije kofiltracije u Vect i neka je V – limV i W – limW .
Kažemo da linearno preslikavanje A : V Ñ W distribuira po formalnim sumama ako je za
svaku formalnu sumu
ř
λPΛ vλ u V izraz
ř
λPΛApvλq formalna suma u W i preslikavanje A
vrijednost formalne sume
ř
λPΛ vλ u V šalje u vrijednost formalne sume
ř









Napomena 3.3.4. Definicija linearnog preslikavanja koje distribuira po formalnim sumama je
dana za sve kofiltracije, ali sljedec´a propozicija vrijedi samo za ℵ0-kofiltracije u Vect kako piše
u iskazu.
Propozicija 3.3.5. Neka su V – limV i W – limW kofiltrirani vektorski prostori. Line-
arna preslikavanja V Ñ W koja distribuiraju po formalnim sumama su tocˇno ona linearna
preslikavanja koja su morfizmi kofiltriranih vektorskih prostora V Ñ W .
Dokaz. Neka je f : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora i neka je řλ vλ pro-
izvoljna formalna suma u V . Dokazujemo da je izraz
ř
λ fpvλq formalna suma u W i da vrijedi
fpřλ vλq “ řλ fpvλq. Oznacˇimo s I i J redom indeksne kategorije kofiltracija V iW .
Za fiksirani proizvoljan j P J postoji i P I i linearno preslikavanje fji takvo da je
piWj ˝ f “ fji ˝ piVi .
Skup tλ P Λ | piVi pvλq ‰ 0u je konacˇan skup i za svaki λ vrijedi
piWj pfpvλqq “ fjippiVi pvλqq,
pa je i skup tλ P Λ | piWj pfpvλqq ‰ 0u konacˇan skup. Dakle, izraz
ř




























Dakle, za svaki j P J je piWj pfp
ř
λ vλqq “ piWj p
ř








Obratno, neka je f : V Ñ W linearno preslikavanje koje distribuira po formalnim sumama.
Dokazujemo da tada za svaki j P J postoji i P I i linearno preslikavanje fji : Vi Ñ Wj takvo
da je
piWj ˝ f “ fji ˝ piVi .
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Ako je I kofinalnosti 1, za svaki j možemo odabrati isti najvec´i element i u I , jer je piVi tada
izomorfizam. Preostaje dokazati tvrdnju za I kofinalnosti ℵ0.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji j P J takav da za svaki i P I i svako linearno presli-
kavanje fji : Vi Ñ Wj vrijedi piWj ˝ f ‰ fji ˝ piVi . Fiksirajmo taj j. Za svaki i P I tada postoji
vi P V takav da je
piVi pviq “ 0 i ppiWj ˝ fqpviq ‰ 0.
U protivnom bi za svaka dva elementa v1, v2 P ppiVi q´1pvq zbog piVi pv1 ´ v2q “ 0 vrijedilo
piWj pfpv1 ´ v2qq “ 0, pa bi s fjipvq :“ piWj pfpv1qq za v1 P ppiVi q´1pvq bilo dobro definirano
preslikavanje s gornjim svojstvom piWj ˝ f “ fji ˝ piVi .
Neka je sada K kofinalan podskup od I izomorfan s N; takav postoji po propoziciji 3.1.5.
Za svaki i P I postoji ki P K takav da je ki ě i, dakle, najviše konacˇno mnogo elemenata od
K je manje od ili neusporedivo s i. Za svaki k ą i vrijedi da je piVi pvkq “ 0, pa slijedi da je
za svaki i najviše konacˇno mnogo piVi pvkq razlicˇito od nule. Dakle, suma
ř
kPK vk je formalna
suma u V . No, suma
ř
kPK fpvkq nije formalna suma u W jer je piWj pfpvkqq ‰ 0 za svaki k. To
je u kontradikciji s pretpostavkom da f distribuira po formalnim sumama.
Preslikavanja iz prethodne propozicije zovemo još i neprekidnim preslikavanjima.
3.3.6. Mogu se definirati i neprekidna preslikavanja i formalne sume za vektorske prostore V
na kojima je zadana ℵ0-kofiltracija. Tada vrijednosti formalnih suma nisu nužno u V , vec´ su
u upotpunjenju Vˆ . Ako za takve prostore neko linearno preslikavanje A : V Ñ W poštuje
kofiltracije na domeni i kodomeni kao u 3.1.20, što je ekvivalentno tome da formalne sume cˇlan
po cˇlan preslikava u formalne sume, onda ga je moguc´e proširiti do upotpunjenja Aˆ : Vˆ Ñ Wˆ .
Kanonska preslikavanja u upotpunjenje V Ñ Vˆ iW Ñ Wˆ nisu nužno injekcije, ali to ne smeta.
U primjerima su cˇesto injekcije.
3.3.2 Formalne sume i upotpunjeni tenzorski produkt




µwµ formalne sume u kofiltriranim vektorskim prostorima
V i W redom. Tada je
ř
λ,µ vλ b wµ formalna suma u V bˆW i njena vrijednost jednaka je
tenzorskom produktu vrijednosti formalnih suma
ř
λ vλ u V i
ř










Dokaz. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore u V bˆW vrijedi
piV bˆWi,j pv b wq “ piVi pvq b piWj pwq.
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Za svaki pi, jq P I ˆ J vrijedi da je skup tpλ, µq P Λ ˆM | piVi pvλq b piWj pwµq ‰ 0u jednak
skupu tλ P Λ | piVi pvλq ‰ 0u ˆ tµ PM | piWj pwµq ‰ 0u. Dakle, suma
ř










µwµq “ piVi p
ř
λ vλq b piWj p
ř
µwµq
“ ř¯λpiVi pvλq b ř¯µpiWj pwµq
“ ř¯λ,µpiVi pvλq b piWj pwµq
“ ř¯λ,µpiV bˆWi,j pvλ b wµq
“ piV bˆWi,j p
ř
λ,µ vλ b wµq
gdje su sume s oznakom
ř¯
shvac´ene kao konacˇne sume svih pribrojnika koji su razlicˇiti od
nule. Dakle,
ř






3.3.3 Racˇunanje s formalnim sumama
Formalne sume možemo zbrajati (odnosno cˇiniti njihove linearne kombinacije) tako da napra-
vimo disjunktnu uniju indeksnih skupova ili, ako su indeksni skupovi jednaki, po cˇlanovima.
Jasno je da je linearna kombinacija formalnih suma (bilo po uniji indeksnih skupova ili zbraja-
nju cˇlan po cˇlan) formalna suma i da je njena vrijednosti jednaka linearnoj kombinaciji vrijed-
nosti pocˇetnih formalnih suma s istim koeficijentima.
Lema 3.3.8. (Lema o racˇunanju s formalnim sumama u kategoriji proVect.)
(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka je
ř
λ vλ formalna suma u V vrijednosti v iř
µwµ formalna suma u W vrijednosti w. Tada je
ř
λ,µ vλbwµ formalna suma u V bˆW









(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je
ř
λ,µ vλµ formalna suma vrijednosti v. Tada je svaka
podsuma
ř
µ vλµ formalna suma i, oznacˇimo li njihove vrijedosti s vλ :“
ř
µ vλµ, izrazř
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(ii’) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je
ř
λ vλ formalna suma vrijednosti v. Neka je za
svaki λ izraz
ř
µ vλµ formalna suma vrijednosti vλ. Tada, ako je
ř
λ,µ vλµ formalna suma,












Tocˇkica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod¯er formalna.
Ako, dodatno, za svaki λ formalna suma
ř
µ vλµ ima svojstvo da iz pi
V
i pvλq “ 0 slijedi
piVi pvλµq “ 0 za svaki µ, onda je odmah
ř
λ,µ vλµ formalna suma vrijednosti v pa ekspan-
ziju sumanada možemo napraviti bez te provjere. To jest, oznacˇimo li to svojstvo















λpvλbwq formalna suma i w ‰ 0, onda je i
ř
λ vλ formalna suma. Oznacˇimo li
njenu vrijednost s v, vrijednost pocˇetne sume je tada v b w. Možemo pisatiÿ
λ
pvλ b wq w‰0“ p
ÿ
λ
vλq b w “ v b w.
Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu
ř
λpv b wµq i v ‰ 0.
(iv) (Slika po morfizmu u proVect.) Neka je
ř
λ vλ formalna suma vrijednosti v. Neka je
A morfizam u proVect. Tada je
ř









(iv’) Obratno, neka je A morfizam u proVect i neka je
ř
λApvλq formalna suma. Ako je
ř
λ vλ
formalna suma vrijednosti v, onda je vrijednost sume
ř







Tocˇkica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod¯er formalna.
Dokaz. Tvrdnja (i) je dokazana u propoziciji 3.3.7. Tvrdnje (ii), (ii’), (iv), (iv’) se lako dokažu
koristec´i definiciju formalne sume u proVect.
(iii) Ako jew razlicˇit od 0, postoji j P J takav da je piWj pwq ‰ 0. Na jednostavnim tenzorima
je piV bˆWi,j jednak piVi b piWj po napomeni 3.2.10. Za svaki i P I i taj j iz konacˇnosti skupa
tλ P Λ | piVi pvλq b piWj pwq ‰ 0u i piWj pwq ‰ 0 slijedi konacˇnost skupa tλ P Λ | piVi pvλqu. Time
je dokazano da je izraz
ř
λ vλ formalna suma.
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3.3.4 Formalne baze i upotpunjeni tenzorski produkt
Definicija 3.3.9. Neka je V kofiltrirani vektorski prostor s komponentama tViuiPI i projekci-
jama tpiVi : V Ñ ViuiPI . Za skup B Ď V zt0u kažemo da je formalna baza od V ako postoji
podskup K Ď I kofinalan u I takav da za svaki k P K projekcija piVk bijektivno preslikava skup
Bk :“ BzKer pik u bazu vektorskog prostora Vk.
Propozicija 3.3.10. Neka je V – limV kofiltrirani vektorski prostor i neka je B formalna
baza od V . Tada se svaki element v P V može na jedinstven nacˇin zapisati kao formalna suma
elemenata iz B. Taj zapis zovemo zapis elementa v u bazi B.
Dokaz. Neka je kofiltracija V “ ptViuiPI , tφjiuq i neka je K Ď I podskup kofinalan u I takav
da za svaki k P K projekcija pik : V Ñ Vk bijektivno preslikava Bk :“ BzKer pik u bazu
vektorskog prostora Vk.
Uzmimo proizvoljan v P V . Za k P K i b P Bk oznacˇimo s tpkqb koeficijent uz pikpbq zapisa









kao i dalje u dokazu oznacˇena konacˇna suma svih pribrojnika razlicˇitih od nule.
Dokazat c´emo da vrijednost koeficijenta tpkqb ne ovisi o k, vec´ samo o b i v.
Oznacˇimo za svaki b P B sa Kb skup
Kb :“ tk P K | pikpbq ‰ 0u.
Ocˇito je b P Bk ako i samo ako je k P Kb. Za svaki b P B skup Kb je neprazan. Doista, u
protivnom bi za neki b P B vrijedilo pikpbq “ 0 za svaki k P K, što bi zbog kofinalnosti skupa
K u I povlacˇilo piipbq “ 0 za svaki i P I , a buduc´i da je V – limV , iz toga bi slijedilo b “ 0
što je u suprotnosti s B Ď V zt0u.




“ tpk1qb0 . Za k, k1 P Kb0 postoji l P K takav da je l ě k i l ě k1. Zbog pik “ φkl ˝ pil slijedi
da je i l P Kb0 i vrijedi
















Zadnja jednakost vrijedi jer za l ě k vrijedi Ker pik Ě Ker pil, pa jeBk Ď Bl, i vrijedi pikpbq “ 0
za b P BlzBk. Buduc´i da je zapis u bazi jedinstven slijedi tpkqb “ tplqb za sve b P Bk pa i za b “ b0.





b za svaka dva k, k
1 P Kb
54
3.3. FORMALNE SUME I FORMALNE BAZE
pa je dobro definiran koeficijent tb sa
tb :“ tpkqb za neki k P Kb.
Ocˇito je sada
ř¯
bPB tbpikpbq “ pikpvq za svaki k P K. Buduc´i da je za svaki k P K skup
tb P B | tbpikpbq ‰ 0u konacˇan i K je kofinalan u I , slijedi da je za svaki i P I skup tb P
B | tbpiipbq ‰ 0u konacˇan, tj. izraz řbPB tbb je formalna suma u V . Za svaki k P K njena
se k-ta asproksimacija podudara s pikpvq iz cˇega zbog kofinalnosti K u I slijedi da im se sve
aproksimacije podudaraju, tj. da je njena vrijednost jednaka v:ÿ
bPB
tbb “ v.
Prikaz je jedinstven jer je koeficijent uz b P B odred¯en projekcijom na bilo koju komponentu
Vk za k P Kb.
3.3.11. Ocˇito je svaka formalna baza linearno nezavisan skup. (U protivnom bi 0 mogli zapisati
na dva razlicˇita nacˇina kao formalnu sumu vektora.)
Lema 3.3.12. Neka je φ : Z Ñ Z 1 epimorfizam vektorskih prostora i Λ skup kardinalnosti
strogo vec´e od dimZ. Neka je f : Λ Ñ Z 1 funkcija takva da njena restrikcija f |suppf pa-
rametrizira neku bazu od Z 1. Tada postoji funkcija g : Λ Ñ Z takva da njena restrikcija
g|supp g : supp g Ñ Z parametrizira neku bazu od Z i vrijedi φ ˝ g “ f . Za parametrizacije
baza podrazumijevamo da su bijektivne.
Dokaz. Kako su svi objekti vektorski prostori, kratki egzaktni niz 0 Ñ Kerφ Ď Z Ñ Z 1 Ñ 0
se cijepa; to znacˇi da postoji prerez s : Z 1 Ñ Z od φ, tj. preslikavanje takvo da je φ ˝ s “ idZ .
Iz toga slijedi da je korestrikcija od s na sliku izomorfizam i da spZ 1q ‘ Kerφ “ Z. Stoga za
svaku bazu tfpλqufpλq‰0 od Z 1, unija baze tspfpλqqufpλq‰0 od spZ 1q i proizvoljne baze tvαuαPA
od Kerφ je baza od Z. Iz pretpostavke leme, card pΛzsuppfq ą dim Kerφ “ cardA, pa bez
smanjenja opc´enitosti možemo izabrati A Ď Λzsuppf . Definiramo g : Λ Ñ Z s
gpλq “
$’’&’’%
spfpλqq, fpλq ‰ 0,
vλ, λ P A,
0, fpλq “ 0 i λ R A
Funkcija g realizira zahtjeve iz iskaza leme.
Propozicija 3.3.13. Svaki kofiltrirani vektorski prostor V – limV posjeduje formalnu bazuB.
Dokaz. Neka je kofiltracija V dana sa V “ ptViuiPI , tφjiuq. U slucˇaju da je usmjeren skup I
kofinalnosti 1, za formalnu bazu od V može se uzeti praslika baze vektorskog prostora Vm po
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izomorfizmu piVm za m maksimalan element od I . U slucˇaju da je usmjeren skup I kofinalnosti
ℵ0, bez smanjenja opc´enitosti možemo pretpostaviti da je I izomorfan s N, vidi lemu 3.1.5 i
propoziciju 2.5.11. Neka je Λ skup kardinaliteta card Λ ą dimV . Taj kardinalitet je dovoljno
velik da se svaka baza vektorskog prostora V i svakog vektorskog prostora Vi može prikazati
kao familija tvλuλPΛ. Za svaki i P I definirajmo skup indeksiranih baza od Vi,
Si :“ tf : Λ Ñ Vi | familija tfpλquλPΛ,fpλq‰0 je baza od Viu.
Induktivno definiramo niz skupova Ti Ď Si na sljedec´i nacˇin:
T1 :“ S1
Ti`1 :“ tf P Si`1 | φipi`1q ˝ f P Tiu.
Kako je φipi`1q surjekcija, po lemi 3.3.12 izlazi da je pφipi`1q˝´q : Si`1 Ñ Si takod¯er surjekcija.
Dakle Ti`1 “ pφipi`1q˝´q´1pTiq je neprazan ako je Ti neprazan. Buduc´i da je T1 “ S1 neprazan,
indukcijom dakle slijedi da je svaki Ti neprazan. Za svaki usporedivi par i ě j u I definirajmo
vezni morfizam ψji :“ φji ˝ ´ : Ti Ñ Tj ,
ψjipfqpλq :“ φjipfpλqq.
Morfizmi ψipi`1q su ocˇito dobro definirani (slika je unutar kodomene) i surjekcije su, pa su dobro
definirani i surjekcije su svi vezni morfizmi ψji kao njihove kompozicije. Uz to, ocˇito vrijedi
ψkj ˝ ψji “ ψki. Dakle
T :“ ptTiuiPI , tψjiuq
je ℵ0-kofiltracija u kategoriji Set.
Po propoziciji 3.1.6 o nepraznom limesu ℵ0-kofiltracije nepraznih skupova sada slijedi da
postoji nit pfiqiPI P limT . Svaka takva nit zapravo definira konus nad V u Set i time jedins-










Ocˇito je familija tfpλquλPΛ,fpλq‰0 formalna baza od V .
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Propozicija 3.3.14. Ako je B formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora V – limV i B1
formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora W – limW , onda je familija
tbb b1ubPB,b1PB1
formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora V bˆW – limV bW .
Dokaz. Neka su kofiltracije dane komponentama i veznim morfizmima V “ ptViuiPI , tφkiuq,
W “ ptWjujPJ , tψljuq i neka su projekcije univerzalnih konusa limV i limW oznacˇene stan-
dardno s tpiVi uiPI i tpiWj ujPJ . Postoje usmjereni skupovi K i L koji su redom kofinalni podsku-
povi od I i J takvi da za svaki k P K projekcija piVk preslikava BzKer piVk bijektivno u bazu
od Vk i za svaki l P L projekcija piWl preslikava B1zKer piWl bijektivno u bazu od Wl. Ocˇito je
tada K ˆL kofinalan podskup od I ˆ J . Buduc´i da su formalne baze B i B1 linearno nezavisni
skupovi, familija tb b b1ubPB,b1PB1 ima sve razlicˇite elemente pa možemo radi jednostavnosti
dalje umjesto o familiji govoriti o skupu. Dokazujemo da za taj skup
B bB1 :“ tbb b1 | b P B, b1 P B1u
vrijedi da za svaki pk, lq P K ˆ L projekcija piV bˆWk,l preslikava bijektivno skup
B bB1zKerppiV bˆWk,l q
u bazu vektorskog prostora Vk b Wl. Po napomeni 3.2.10 za jednostavne tenzore u V bˆW
vrijedi piV bˆWk,l pv b wq “ piVk pvq b piWl pwq. Skup B b B1zKerppiV bˆW q jednak je zbog toga
skupu
tbb b1 P B bB1 | b P BzKer piVk , b1 P B1zKer piWl u.
Buduc´i da su familije tpiVk pbqubPBzKerpiVk i tpiWl pb1qub1PB1zKerpiWl redom baze vektorskih prostora
Vk i Wl, familija
tpiVk pbq b piWl pb1qubPBzKerpiVk , b1PB1zKerpiWl
je baza tenzorskog produkta Vk bWl. Tvrdnja je dokazana.
Elementi upotpunjenog tenzorskog produkta su formalne sume jednostavnih tenzora.
Teorem 3.3.15. Svaki element upotpunjenog tenzorskog produkta V bˆW “ limV bW ko-
filtriranih vektorskih prostora može se prikazati kao formalna suma jednostavnih tenzora, tj.
formalna suma oblika ÿ
λ
vλ b wλ.
Tvrdnja vrijedi i za tenzorske produkte V p1q bˆV p2q bˆ . . . bˆV pkq konacˇno mnogo kofiltriranih
vektorskih prostora.
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Dokaz. Posljedica prethodne tri propozicije. Napomena: tvrdnja vrijedi jer je kofinalnost in-
deksnih skupova najviše ℵ0.
3.3.5 Obicˇni i upotpunjeni tenzorski produkt
Propozicija 3.3.16. Neka su V – limV i W – limW kofiltrirani vektorski prostori, uz
kofiltracije V : I Ñ Vect i W : J Ñ Vect. Tada je kanonsko preslikavanje ι vrha V b W
konusa nad kofiltracijom V bW u limes V bˆW te kofiltracije injekcija:
V bW ãÑ V bˆW.
Dokaz. Proizvoljan element tenzorskog produkta V bW može se zapisati kao konacˇna sumařn
k“1 vk b wk, gdje je svaki vk u V , svaki wk u W i vektori v1, . . ., vn su razlicˇiti i cˇine
linearno nezavisan skup vektora u V . Po napomeni 3.2.10 jednostavni se tenzori po ι preslikaju
u odgovarajuc´e jednostavne tenzore, pa je ιpřk vkbwkq “ řk vkbwk P V bˆW . Pretpostavimo
da je ÿ
k
vk b wk “ 0 P V bˆW.
Neka je za svaki k, vk “ řα aαkeα zapis vektora vk u formalnoj bazi od V i wk “ řβ bβkfβ
zapis vektora wk u formalnoj bazi od W . Po propoziciji 3.3.7 tada je za svaki kÿ
α,β
aαkbβkeα b fβ
formalna suma vrijednosti vk b wk, pa je i njihova konacˇna suma formalna suma i vrijediÿ
k




Za svaki pα, βq je podsuma řk aαkbβkeα b fβ formalna (konacˇna) suma i suma řk aαkbβk
konacˇna suma. Grupiranjem sumanada imamo sada da je vrijednost pocˇetne sume u V bˆW






Pretpostavili smo da je ta suma vrijednosti 0. Buduc´i da je po propoziciji 3.3.14 teα b fβuα,β
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Slijedi da je za svaki β vrijednost sume
ř
k bβkvk u kofiltriranom vektorskom prostoru V jed-




















0 ¨ eα “ 0.
Buduc´i da su vektori v1, . . . , vn razlicˇiti i cˇine linearno nezavisan skup vektora u V , iz te jedna-
kosti slijedi da za svaki β i svaki k vrijedi bβk “ 0. Tada za svaki k imamo wk “ řβ bβkfβ “ 0
u W , pa je pocˇetna konacˇna suma
ř
k vk b wk jednaka 0 u V bW .
3.3.6 Racˇunanje sa zapisima u formalnoj bazi
Propozicija 3.3.17. Neka je B “ teαuα formalna baza kofiltriranog vektorskog prostora V –
limV . Neka je
ř
λ vλ neka formalna suma u V vrijednosti v. Neka su vλ “
ř
α sλαeα zapisi
sumanada te formalne sume pomoc´u elemenata formalne baze B. Tada jeÿ
λ,α
sλαeα
formalna suma u V i njena vrijednost je v. Nadalje, za svaki α je samo konacˇno mnogo pri-
brojnika sume
ř






je formalna suma u V vrijednosti v, koju zovemo zapis elementa v u formalnoj bazi B.
Dakle, sve sume elemenata od V koje se pojavljuju u sljedec´em izrazu su formalne sume,






















opet oznacˇavali konacˇnu sumu svih pribrojnika razlicˇitih od 0.
Dokaz. Neka je K kofinalan podskup indeksnog usmjerenog skupa I kofiltracije V takav da se
za svaki k P K svi elementi od BzKer piVk bijektivno projiciraju u bazu komponente Vk.




i peαq ‰ 0u konacˇan. Za svaki





k peαq “ 0 ñ p@αq sλαpiVk peαq “ 0,
jer projekcija piVk za k P K skup elemenata formalne baze B koje ne preslika u 0 preslika u
linearno nezavisne elemente u Vk. Iz toga slijedi da je za svaki k P K skup
tpλ, αq | sλαpiVk peαq ‰ 0u “: Sk
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konacˇan skup. Usmjereni skup K je kofinalan u I pa ista tvrdnja vrijedi i za sve i P I , tj. izrazř
λ,α sλαeα je formalna suma u V . Lako se vidi da je vrijednost te formalne sume jednaka v.
Za svaki eα postoji k P K takav da je pikpeαq ‰ 0. Iz konacˇnosti gornjeg skupa Sk tada
slijedi konacˇnost skupa tλ | sλα ‰ 0u za svaki α P A. Dakle, za svaki α suma řλ sλα




λ sλαqeα koja je nastala
grupiranjem sumanada formalna i vrijednosti v.
Korolar 3.3.18. (Promjena formalne baze.) Neka su B “ teαuα i B1 “ te1βuβ dvije formalne












zapis proizvoljnog v P V pomoc´u elemenata formalne baze B. Tada vrijedi sljedec´i niz jedna-
























Dokaz. Posljedica prethodne propozicije 3.3.17.
Korolar 3.3.19. (Zapis neprekidnog linearnog operatora u paru formalnih baza.) Neka su
B “ teαuα i B1 “ te1βuβ redom formalne baze kofiltriranih vektorskih prostora V – limV i
W – limW . Neka je A : V Ñ W neprekidno linearno preslikavanje. Neka je pAαβqα,β zapis
od A u tom paru baza, tj. neka za svaki α i β vrijedi
Apeαq “ Aαβe1β.






je formalna suma u W s vrijednosti Apvq.
Opširnije, sve su sume vektora u sljedec´em izrazu formalne, sve sume koeficijenata konacˇne



























Dokaz. Druga jednakost u nizu je distributivnost od A po formalnim sumama, a zadnje dvije
jednakosti su posljedica prethodne propozicije.
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3.4 Osnovne konstrukcije u kategoriji proVect
3.4.1 Koujednacˇitelj u kategoriji ProsV i tenzorski produkt
Propozicija 3.4.1. Neka kategorija V ima koujednacˇitelje. Tada kategorija ProsV ima koujed-
nacˇitelje i vrijedi da je koujednacˇitelj paralelnog para morfizama kofiltracija upravo kofiltracija
cˇije su komponente koujednacˇitelji paralelnih parova komponentnih preslikavanja. Za potkate-
goriju Prosℵ0V vrijedi isto.
Dokaz. Neka su zadane dvije proizvoljne kofiltracije
A “ tpAnunPI , tφmnuq, B “ ptpBnunPJ , tψmnuq
i neka je zadan paralelan par morfizama kofiltracija predmorfizmima
f “ pλ, tfn : Aλpnq Ñ BnunPJq, g “ pλ, tgn : Aλpnq Ñ BnunPJq.
Predmorfizme smo odabrali tako da funkcije λ budu jednake, što možemo jer je I usmjerena
kategorija. Odgovarajuc´e morfizme kofiltracija oznacˇavat c´emo takod¯er s f i g.
Kategorija V ima koujednacˇitelje pa za svaki paralelan par fn, gn postoji njihov koujedna-







Neka je ψmn : Bn Ñ Bm proizvoljan vezni morfizam kofiltracije B. Dokazujemo da kompo-
zicija hm ˝ ψmn koujednacˇuje par fn, gn. Buduc´i da su f i g predmorfizmi kofiltracija, postoji
k P I takav da je ψmn ˝ fn ˝ φλpnqk “ fm ˝ φλpmqk i ψmn ˝ gn ˝ φλpnqk “ gm ˝ φλpmqk, tj. takav
da je peterokut na sljedec´em dijagramu sekvencijalno komutativan. Zajednicˇki indeks k smo




















Morfizam hm koujednacˇuje fm i gm, pa vrijedi
hm ˝ fm ˝ φλpmqk “ hm ˝ gm ˝ φλpmqk
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iz cˇega zbog prethodnog slijedi
hm ˝ ψmn ˝ fn ˝ φλpnqk “ hm ˝ ψmn ˝ gn ˝ φλpnqk.
Vezni morfizam φλpnqk je epimorfizam pa iz toga slijedi tražena jednakost
hm ˝ ψmn ˝ fn “ hm ˝ ψmn ˝ gn.
Dakle, za svaki vezni morfizam ψmn vrijedi da hm ˝ ψmn koujednacˇuje par fn, gn pa po
univerzalnom svojstvu koujednacˇitelja hn slijedi da za svaki vezni morfizam ψmn postoji je-










Dokazujemo da jeC “ ptCnunPJ , tτmnuq kofiltracija. Kompozicija τml ˝ τln jednaka je τmn
jer je odgovarajuc´i kvadrat za τmn komutativan i za kompoziciju vrijedi
τml ˝ τln ˝ hn “ τml ˝ hl ˝ ψln “ hm ˝ ψml ˝ ψln “ hm ˝ ψmn,
a preslikavanje s tim svojstvom je jedinstveno. Svaki vezni morfizam τmn je epimorfizam jer su
ψmn i hm epimorfizmi: ψmn je epimorfizam jer je vezni morfizam kofiltracije, a hm je epimor-
fizam jer je koujednacˇitelj.
Zbog komutativnosti dijagrama ocˇito je h “ pid, thn : Bn Ñ CnunPJq predmorfizam kofil-
tracijaB Ñ C. Njime odred¯en morfizam kofiltracija oznacˇimo takod¯er s h.
Sada dokazujemo da je konstruirana kofiltracija C zajedno s morfizmom h : B Ñ C ko-
ujednacˇitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f , g : A Ñ B. Uzmimo bilo koju kofiltra-
cijuD “ ptDnunPK , tσmnuq i predmorfizam kofiltracija
e “ pµ : K Ñ J, ten : Bµpnq Ñ DnunPKq : B ÑD
takav da je e ˝ f “ e ˝ g. Buduc´i da za svaki n P K komponenta en koujednacˇuje fµpnq i gµpnq,
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Na sljedec´em dijagramu gornji i donji trokut su komutativni, lijevi i vanjski kvadrat su komuta-




















Dakle preslikavanja dn : Cµpnq Ñ Dn, n P K cˇine predmorfizam kofiltracija
d :“ pµ, tdnunPKq : C ÑD
i vrijedi d ˝ h “ e. Dokazujemo sada da je bilo koji drugi predmorfizam
b “ pκ : K Ñ J, tbn : Cκpnq Ñ Dnuq
s tim svojstvom ekvivalentan d. Uzmimo komponentu bn. Buduc´i da je b ˝ h “ e postoji
k P J i vezni morfizmi ψµpnqk i ψκpnqk takvi da je na sljedec´em dijagramu vanjski peterokut
















Komutativnost desnog cˇetverokuta na sljedec´em dijagramu slijedi iz komutativnosti vanjskog
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Dakle, predmorfizmi b i d su ekvivalentni i univerzalno svojstvo za h : B Ñ C je dokazano.
Koujednacˇitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f, g zadan je dakle koujednacˇiteljima
hn : Bn Ñ Cn komponentnih preslikavanja fn, gn i jedinstvenim morfizmima τmn : Cn Ñ Cm


















Kategorije ProsVect, ProsVectFin, Prosℵ0Vect i Pro
s
ℵ0VectFin dakle imaju koujednacˇitelje
i oni se konstruiraju na prethodno opisani nacˇin, jer Vect i VectFin imaju koujednacˇitelje.
Propozicija 3.4.2. Neka je pV ,b, kq simetricˇna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva epimorfizma epimorfizam. Tada je kategorija pProsV ,b, kq simetricˇna mono-
idalna kategorija i vrijedi sljedec´e: ako V ima koujednacˇitelje i oni komutiraju s tenzorskim
produktom, onda i kategorija pProsV ,b, kq ima koujednacˇitelje i oni komutiraju s tenzorskim
produktom. Za kategoriju pProsℵ0V ,b, kq vrijedi isto.
Dokaz. Sve tvrdnje su prethodno dokazane u propozicijama 3.2.7 i 3.4.1 osim tvrdnje da ten-
zorski produkt u ProsV komutira s koujednacˇiteljima cˇim tenzorski produkt u V komutira s
koujednacˇiteljima. Dokažimo sada tu tvrdnju.
Neka je h : B Ñ C koujednacˇitelj paralelnog para morfizama kofiltracija f, g : A Ñ B


















Tenzorski produkt koujednacˇitelja h : B Ñ C s identitetom id : D Ñ D na kofiltraciji D ima
dakle komponente u sljedec´em komutativnom dijagramu, za n ě m i l ě k.
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11 Bm bDk hmbid // Cm bDk
Svaki redak na tom dijagramu je koujednacˇitelj u V , a vezni morfizmi kofiltracije C bD cˇine
komutativne kvadrate s veznim morfizmima kofiltracijeBbD i komponentama predmorfizma
h b id. Dakle, po konstrukciji u propoziciji 3.4.1, h b id je koujednacˇitelj u ProsV paralelnog
para f b id, g b id. Isti dokaz vrijedi za punu potkategoriju Prosℵ0V .
Korolar 3.4.3. Simetricˇne monoidalne kategorije ProsVect i ProsVectFin imaju koujednacˇi-
telje i oni komutiraju s tenzorskim produktom. Simetricˇne monoidalne kategorije Prosℵ0Vect i
Prosℵ0VectFin takod¯er.
Dokaz. Kategorije Vect i VectFin imaju koujednacˇitelje i oni komutiraju s tenzorskim produk-
tom.
Korolar 3.4.4. Simetricˇna monoidalna kategorija pproVect, bˆ, kq dopušta koujednacˇitelje i oni
komutiraju s tenzorskim produktom.
Dokaz. Kategorije proVect i Prosℵ0Vect su ekvivalentne simetricˇne monoidalne kategorije, a
tvrdnja vrijedi u kategoriji Prosℵ0Vect.
3.4.2 Potprostori, jezgre i kvocijenti
Ovi rezultati c´e nam biti potrebni poslije da dokažemo da kategorija Indsℵ0proVect posjeduje
koujednacˇitelje, te da oni komutiraju s tenzorskim produktom.
Propozicija 3.4.5. (Potprostorna kofiltracija) Neka je V – limV kofiltrirani vektorski prostor,
V “ ptViuiPI , tφijuq. Neka je W ď V njegov vektorski potprostor. Tada kofiltracija na V
inducira kanonsku kofiltracijuW s kofiltrirajuc´im komponentama tpiVi pW quiPI i veznim presli-
kavanjima koja su odgovarajuc´e korestrikcije restrikcija veznih preslikavanja tφiju. Kofiltraciju
W zovemo potprostorna kofiltracija inducirana kofiltracijom na V .
Oznacˇimo Wˆ – limW . Preslikavanje Wˆ Ñ limV – V inducirano po univerzalnom svoj-
stvu limesa konusom Wˆ Ñ W Ñ V je injekcija i morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.
Slika te injekcije je dakle izomorfna vektorskom prostoru Wˆ – limW i time cˇini kanonski iz-
bor upotpunjenja vektorskog potprostoraW po potprostornoj kofiltraciji, onog koje je vektorski
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potprostor od V . Tu sliku c´emo onda oznacˇavati s Wˆ Ď V i vrijedit c´e dakleW Ď Wˆ Ď V . Pot-
prostorna kofiltracija na Wˆ Ď V inducirana kofiltracijom na V jednaka je W i preslikavanje
Wˆ ãÑ V je morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.
Ako su Z i W vektorski potprostori od V takvi da je Z Ď W Ď V , onda je potprostorna
kofiltracija na Z inducirana kofiltracijom V na V jednaka potprostornoj kofiltraciji na Z indu-
ciranoj kofiltracijomW na Wˆ i vrijedi Zˆ Ď Wˆ Ď V .
Dokaz. Neka je dakle V – limV kofiltrirani vektorski prostor, V “ ptViuiPI , tφijuq. Neka
je W Ď V njegov vektorski potprostor i ι : W ãÑ V odgovarajuc´a inkluzija. Definirajmo
Wi :“ piVi pW q Ď Vi i oznacˇimo s ιi : Wi ãÑ Vi kanonske inkluzije. Buduc´i da je piVi pW q “ Wi
i ιi je injekcija, postoji jedinstveno preslikavanje piWi : W Ñ Wi takvo da je sljedec´i dijagram
na lijevoj strani komutativan i ono je epimorfizam.
W V Wi Vi







Za svaki usporedivi par i ě j je φjipWiq “ φjippiVi pW qq “ piVj pW q “ Wj pa postoji jedinstveno
preslikavanje ψji : Wi Ñ Wj takvo da je gornji dijagram na desnoj strani komutativan i ono je
epimorfizam. Na sljedec´em dijagramu na lijevoj strani su komutativni gornji, donji i vanjski
cˇetverokut, komutativan je desni trokut i ιj je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut, tj.
vrijedi jednakost ψji ˝ piWi “ piWj .
W V Wi Vi
Wi Vi Wj Vj















Neka je sada i ě j ě k trojka u I . Na gornjem dijagramu na desnoj strani komutativna su oba
kvadrata i desni trokut, pa je komutativan i vanjski peterokut, a zbog jedinstvenosti preslikavanja
ψki sa svojstvom ιk ˝ ψki “ φki ˝ ιi iz toga slijedi jednakost: ψkj ˝ ψji “ ψki.
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Dakle, W “ ptWiuiPI , tψiuq je kofitracija u Vect i familija tpiWi : W Ñ WiuiPI definira
konus nad kofiltracijomW s vrhom W .
Neka familija tpiUi : U Ñ WiuiPI definira univerzalni konus nad W . Po univerzalnom svoj-
stvu limesa U – limW postoji jedinstveno preslikavanje ψ : W Ñ U takvo da je piUi ˝ψ “ piWi









Iz komutativnosti lijevog donjeg trokuta i donjeg kvadrata na sljedec´em dijagramu slijedi φji ˝
ιi ˝ piUi “ ιj ˝ piUj , pa zakljucˇujemo da familija preslikavanja tιi ˝ piUi : U Ñ Viu definira konus
nad V . Iz toga po univerzalnom svojstvu limesa V – limV slijedi da postoji jedinstveno















Buduc´i da je φ ˝ ψ : W Ñ V tada preslikavanje za koje vrijedi
piVi ˝ φ ˝ ψ “ ιi ˝ piUi ˝ ψ “ ιi ˝ piWi ,
iz jedinstvenosti preslikavanja s tim svojstvom slijedi ι “ φ ˝ ψ. Dakle, ψ mora biti injekcija.
Dokazujemo da je φ injekcija. Pretpostavimo da je slika niti w “ pwiqiPI P U jednaka 0 P V .
Tada je ιipwiq “ 0 P Vi za svaki i P I . Buduc´i da su sve komponente ιi injekcije, to mora biti
wi “ 0 za svaki i P I , tj. w “ 0 u U . Dakle, φ je injekcija.
Injekcija φ : U ãÑ V je morfizam kofiltriranih vektorskih prostora predstavljen po nivoima
injekcijama Wi ãÑ Vi. Sliku φpUq Ď V , φpUq – U , oznacˇimo s Wˆ . Ta slika ne ovisi o izboru
limesa U . Kofiltracija na Wˆ inducirana po izomorfizmu Wˆ – U je ocˇito W i ona je ista kao
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potprostorna kofiltracija na Wˆ inducirana kofiltracijom na V . Vrijedi W Ď Wˆ Ď V u Vect i
Wˆ ãÑ V je morfizam u proVect.
Zadnja tvrdnja iz iskaza propozicije lako se provjeri: komponente i vezna preslikavanja ko-
filtracije na Z kao potprostora od Wˆ podudaraju se s komponentama i veznim preslikavanjima
kofiltracije na Z kao potprostora od V .
Definicija 3.4.6. Za vektorski prostor V na kojem je dana kofiltracija V kažemo da je potpun
ako je kanonsko linearno preslikavanje V Ñ Vˆ u njegovo upotpunjenje Vˆ – limV po toj
kofiltraciji izomorfizam. Ako je vektorski potprostor W ď V kofiltriranog vektorskog prostora
V jednak svom upotpunjenju Wˆ u V , onda kažemo da je W potpun potprostor kofiltriranog
vektorskog prostora V .
Propozicija 3.4.7. Svaki element upotpunjenja Wˆ – limW vektorskog prostora W po ℵ0-
kofiltracijiW je vrijednost neke formalne sume u Wˆ cˇiji sumandi su u slici kanonskog linearnog
preslikavanja W Ñ Wˆ .
Dokaz. Neka je W “ ptWiuiPI , tφjiuq i oznacˇimo s η : W Ñ Wˆ kanonsko preslikavanje u
upotpunjenje. Za svaki i P I vrijedi piWˆi ˝ η “ piWi . Proizvoljan element v P Wˆ je nit
v “ pviqiPI P Wˆ,
gdje je svaki vi P Wi. Neka je K kofinalan podskup od I izomorfan N, dakle K “ tk1, k2, . . .u
uz kn ă kn`1 za svaki n P N. Radi jednostavnijeg zapisa, uzmimo da N ne sadrži niti jedan
indeks iz I i oznacˇimo za n, m P N komponente Vn :“ Vkn , vezna preslikavanja φnm :“ φknkm
i projekcije piWn :“ piWkn , piWˆn :“ piWˆkn .
Dokazat c´emo koristec´i Zornovu lemu da postoji niz pwnqnPN elemenata od W takav da za
svaki n P N vrijedi piWn pw1 ` w2 ` . . . ` wnq “ piWˆn pvq. Za takav niz c´e naime vrijediti da jeř
n ηpwnq formalna suma u Wˆ vrijednosti v.
(i) Dokazujemo prvo da postoji niz pwnqnPN elemenata od W sa svojstvom
piWn pw1 ` w2 ` . . .` wnq “ piWˆn pvq, @n P N.
Neka je S skup svih nizova pwnqnPN elemenata u W za koje vrijedi to svojstvo i T skup svih
konacˇnih nizova pwnqtn“1 elemenata u W za koje vrijedi
piWn pw1 ` w2 ` . . .` wnq “ piWˆn pvq, @n ď t.
Skup S Y T je neprazan jer je piW1 surjekcija. Na skupu S Y T je definiran parcijalni ured¯aj
pwnqnPA ď pw1nqnPB ô pA Ď Bq ^ p@n P Aqpwn “ w1nq.
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Ocˇito svaki lanac u S Y T ima gornju med¯u pa po Zornovoj lemi postoji maksimalan element
u S Y T . Taj element mora biti u S, jer kad bi on bio konacˇan niz pwnqtn“1 P T , konstruirali
bismo niz vec´i od njega tako da odaberemo: wt`1 P W za koji vrijedi
piWt`1pwt`1q “ piWˆt`1pvq ´ piWt`1pw1 ` w2 ` . . .` wtq,
što možemo jer je piWt`1 surjekcija.
(ii) Dokazujemo da za niz u W sa svojstvom piWn pw1 ` w2 ` . . . ` wnq “ piWˆn pvq, @n P N
vrijedi da je
ř
n ηpwnq formalna suma u Wˆ vrijednosti v.
Za svaki n P N je
piWn pwn`1q “ φnpn`1qppiWn`1pwn`1qq
“ φnpn`1qppiWˆn`1pvq ´ piWn`1p
řn
j“1wjqq





piWn pwNq “ φnpN´1qppiWN´1pwNqq “ 0, za svaki N ą n.






piWn pwjq “ piWˆn pvq,
a buduc´i da je K kofinalan u I , lako se vidi da je to dovoljno da zakljucˇimo da je
ř
n ηpwnq
formalna suma u Wˆ vrijednosti v.
Propozicija 3.4.8. Neka je W vektorski potprostor kofiltriranog vektorskog prostora V –
limV . Tada je W potpun potprostor ako i samo ako svaka formalna suma u V cˇiji su svi
sumandi u W Ď V ima vrijednost u W .
Slicˇno, vektorski prostor W na kojem je zadana ℵ0-kofiltracija W je potpun ako i samo
ako sve formalne sume u Wˆ cˇiji su svi sumandi u slici kanonskog preslikavanja W Ñ Wˆ u
upotpunjenje imaju vrijednost u toj slici i kanonsko preslikavanje W Ñ Wˆ je injekcija.
Dokaz. Po propoziciji 3.4.7 svaki element upotpunjenja Wˆ Ď V može se zapisati kao formalna
suma u V cˇiji su svi sumandi u W . Ako svaka takva formalna suma ima vrijednost u W , onda
je po tome Wˆ Ď W pa je W potpun potprostor. Obratno, ako je W potpun potprostor, onda




pkq potpunih potprostora kofiltriranog vektorskog prostora V
je potpuni potprostor od V i inkluzija
Ş
kPK V
pkq ãÑ V je morfizam kofiltriranih vektorskih
prostora.
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Propozicija 3.4.10. Neka je f : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V – limV
i W – limW . Tada je njegova jezgra kao linearnog preslikavanja
Ker f “ tv P V | fpvq “ 0u
potpuni potprostor od V . To je dakle kofiltrirani vektorski prostor uz potprostornu kofiltraciju i
ulaganje Ker f ãÑ V je morfizam u kategoriji proVect.
Dokaz. Buduc´i da preslikavanje f distribuira po formalnim sumama, formalnu sumu u V cˇiji
su sumandi u jezgri f c´e takod¯er preslikati u nulu. Po prethodnoj propoziciji slijedi da je Ker f
potpun potprostor od V .
Napomena 3.4.11. Neka je f : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V – limV
i W – limW . Tada slika
Imf “ tfpvq | v P V u
ne mora biti potpuni potprostor od W . Po propoziciji 3.4.5 za upotpunjenje slike se može
izabrati vektorski potprostor yIm f Ď W
i to je potpuni potprostor. Inkluzija yIm f ãÑ W i korestrikcija V Ñ yIm f su morfizmi u proVect.
Propozicija 3.4.12. (Kvocijentna kofiltracija.) Kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora V –
limV po njegovom potpunom potprostoru W je kofiltrirani vektorski prostor uz niže opisanu
kanonsku kofiltraciju i kvocijentno preslikavanje q : V Ñ V {W je morfizam kofiltriranih vek-
torskih prostora. Nadalje, to kvocijentno preslikavanje je koujednacˇitelj para koji se sastoji od
nul-preslikavanja 0: W Ñ V i inkluzije ι : W ãÑ V u kategoriji proVect.
Kanonska kofiltracija inducirana na kvocijentu V {W jednaka je
ptVi{WiuiPI , tτjiuq,
gdje je W “ ptWiuiPI , tψjiuq potprostorna kofiltracija na W koja je inducirana kofiltraci-
jom V “ ptViuiPI , tφjiuq na V , a vezna preslikavanja tτjiu su jedinstvena preslikavanja med¯u
kvocijentima tVi{WiuiPI inducirana veznim preslikavanjima tφjiu. Tu kofiltraciju zovemo kvo-
cijentna kofiltracija na V {W .
Dokaz. Neka je dakle V – limV kofiltrirani vektorski prostor, V “ ptViuiPI , tφjiuq, i neka je
W njegov potpuni potprostor, s induciranom kofiltracijom W “ ptWiuiPI , tψjiuq. Oznacˇimo s
ι : W ãÑ V inkluziju i neka je pid, tιiuiPIq odgovarajuc´i predmorfizamW Ñ V .
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Kao u dokazu propozicije 3.4.1 koujednacˇitelj para morfizama kofiltracija pid, tιiuq i pid, t0uq je
kofiltracija cˇije su komponente koujednacˇitelji qi parova ιi, 0 i cˇija su vezna preslikavanja jedin-
stvena preslikavanja med¯u vrhovima tih koujednacˇitelja kao univerzalnih kokonusa. Oznacˇimo
tu kofiltraciju s








Neka je q kvocijentno preslikavanje V Ñ V {W , tj. koujednacˇitelj u Vect para ι, 0. Za svaki i P
I preslikavanje qi koujednacˇuje par ιi, 0: Wi Ñ Vi pa, jer je lijevi gornji kvadrat na sljedec´em
dijagramu komutativan, slijedi da qi ˝ piVi koujednacˇuje par ι, 0:
qi ˝ piVi ˝ ι “ qi ˝ ιi ˝ piWi “ qi ˝ 0 ˝ piWi “ 0 “ qi ˝ piVi ˝ 0.
Po univerzalnom svojstvu koujednacˇitelja V {W , za svaki i P I zbog toga postoje i jedinstvena
su preslikavanja τi : V {W Ñ Vi{Wi takva da je τi ˝ q “ qi ˝ piVi . Zbog jedinstvenosti ona cˇine
konus nad kofiltracijom V {W . Buduc´i da su qi i piVi epimorfizmi, to je i svaki τi epimorfizam.
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Dakle, V {W je kofiltracija na V {W .














Dokazujemo da je taj konus s vrhom V {W univerzalan. Neka je sa tpiUi : U Ñ Vi{WiuiPI
zadan univerzalan konus nad V {W u Vect. Po univerzalnom svojstvu limesa
U – limV {W
postoji jedinstveno preslikavanje φ : V {W Ñ U takvo da je piUi ˝ φ “ τi za svaki i P I . Zbog
ekvivalentnosti kategorija Prosℵ0Vect i proVect, kofiltrirani vektorski prostor U – limV {W
je koujednacˇitelj paralelnog para ι, 0 u kategoriji proVect i ocˇito je upotpunjenje od V {W po
kofiltraciji V {W . Dokazat c´emo da je φ injekcija i surjekcija.
















Preslikavanje φ pridružuje elementu v`W P V {W nit ppiVi pvq`WiqiPI . Ako je v`W ‰ 0
u V {W , tj. v R W , onda mora biti i φpv`W q ‰ 0 u U . Zaista, kad bi bilo φpv`W q “ 0, onda
bi qippiVi pvqq “ τipqpvqq “ τipv `W q “ piUi pφpv `W qq “ 0 pa bi svaki piVi pvq bio unutar Wi,
tj. v bi bio u W , jer je W – limW . Dakle, φ je injekcija. Preostaje dokazati da je surjekcija.
Proizvoljan element u limesa U je nit oblika u “ pvi `WiqiPI , gdje je svaki vi P Vi i vrijedi
τjipvi ` Wiq “ vj ` Wj , tj. φjipviq ´ vj P Wj. Ako dokažemo da postoji nit v1 “ pv1iqiPI u
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V – limV takva da je v1i P vi `Wi za svaki i P I , pronašli smo prasliku v1 `W po φ od niti
u. Za u “ pvi `WiqiPI P U definiramo kofiltraciju skupova
Su “ ptvi `WiuiPI , tφji|vi`Wiuq.
Svaka komponenta vi`Wi te kofiltracije je neprazan skup i svako vezno preslikavanje je surjek-
cija. Zaista, φji|Wi “ ψji je surjekcija Wi na Wj i φjipviq ´ vj “: w1j P Wj pa za svaki wj P Wj
postoji wi takav da je φjipvi`wiq “ vj`wj , to je wi P φ´1ji pwj´w1jq. Sada po propoziciji 3.1.6
o nepraznom limesu ℵ0-kofiltracije sa surjektivnim veznim preslikavanjima i nepraznim kom-
ponentama slijedi tvrdnja. Dakle, φ je surjekcija. Slijedi: V {W – U je kofiltrirani vektorski
prostor i V Ñ V {W je morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.
U dokazu je vidljivo da je kofiltracija na kvocijentu kofiltriranog vektorskog prostora V –
limV po njegovom potpunom potprostoru W – limW koujednacˇitelj paralelnog para 0,
ι : W Ñ V , jer je koujednacˇitelj u propoziciji 3.4.1 u Prosℵ0Vect konstruiran upravo uzima-
njem koujednacˇitelja paralelnih komponenata po nivoima, s induciranim preslikavanjima med¯u
njihovim vrhovima, a koujednacˇitelj od 0, ιi : Wi Ñ Vi u Vect jest kvocijent Vi{Wi. Dakle,
zbog ekvivalencije kategorija proVect i Prosℵ0Vect, kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora
po potpunom potprostoru je koujednacˇitelj u kategoriji proVect para 0, ι : W Ñ V .
Napomena 3.4.13. Neka su Z i W potpuni potprostori od V takvi da je Z Ď W . Tada je Z
potpun potprostor od W i lako je provjeriti da se kvocijentna kofiltracija na W {Z podudara s
potprostornom kofiltracijom na W {Z Ď V {Z koja je induciranom kvocijentnom kofiltracijom
na V {Z.
Propozicija 3.4.14. Neka je f : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora V – limV
i W – limW . Neka su U Ď V i T Ď W njihovi potpuni potprostori takvi da je fpUq Ď T .
Tada je inducirano preslikavanje f¯ : V {U Ñ W {T morfizam kofiltriranih vektorskih prostora,
gdje na domeni i kodomeni podrazumijevamo kvocijentne kofiltracije inducirane kofiltracijama
na V i W .
Dokaz. Neka su dane kofiltracije na V odnosno W redom sljedec´e: V “ ptViuiPI , tφjiuq,
W “ ptWiuiPI , tψjiuq. Po prethodnoj propoziciji 3.4.12 kvocijenti V {U i W {T su kofiltrirani
vektorski prostori. Kao u dokazu te propozicije kvocijentna kofiltracija na V {U ima kompo-
nente Vi{Ui, i P I , gdje je Ui “ piVi pUq i projekcija piV {Ui : V {U Ñ Vi{Ui je inducirano preslika-
vanje med¯u koujednacˇiteljima, piV {Ui pv`Uq “ piVi pvq`Ui. Analogno, komponente kvocijentne
kofiltracije na W {T su Wj{Tj , j P J , gdje je Tj “ piWj pT q i projekcija piW {Tj : W {T Ñ Wj{Tj
je inducirano preslikavanje med¯u koujednacˇiteljima, piW {Tj pw ` T q “ piWj pwq ` Tj . Neka je
morfizam f zadan predmorfizmom pλ, tfj : Vλpjq Ñ Wjuq. Za svaki j P J je sljedec´i dijagram
73









Buduc´i da je fpUq Ď T slijedi
fjpUλpjqq “ fjppiVλpjqpUqq “ piWj pfpUqq Ď piWj pT q “ Tj
pa je dobro definirano linearno preslikavanje f¯j : Vλpjq{Uλpjq Ñ Wj{Tj sa
f¯jpvj ` Uλpjqq “ fjpvjq ` Tj
i sljedec´i dijagram komutira, jer su sva preslikavanja med¯u kvocijentima inducirana preslikava-
njima na prethodnom komutativnom dijagramu.










Dokazali smo dakle da za svaki j P J postoji f¯j takav da je prethodni dijagram komutativan,
što znacˇi da je f¯ morfizam kofiltriranih vektorskih prostora.
3.4.3 Monomorfizmi i epimorfizmi
Ova propozicija je bitna za dokaz tvrdnje da je tenzorski produkt filtracija u kategoriji proVect
opet filtracija, što c´e nam biti potrebno za dobru definiranost tenzorskog produkta u kategoriji
IndsproVect.
Propozicija 3.4.15. Morfizam u kategoriji proVect je monomorfizam u proVect ako i samo ako
je monomorfizam kao preslikavanje u Vect.
Dokaz. Pretpostavimo da je i : V Ñ W morfizam kofiltriranih vektorskih prostora koje je
injekcija kao preslikavanje vektorskih prostora. Bilo koja dva morfizma kofiltriranih vektor-
skih prostora f, g : U Ñ V su ujedno i preslikavanja vektorskih prostora, pa ako za njih vrijedi
i ˝ f “ i ˝ g onda slijedi f “ g jer je i monomorfizam vektorskih prostora. Obratno, neka
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je i : V Ñ W monomorfizam u kategoriji proVect. Dokazujemo da je i injekcija. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da postoje elementi v, w P V takvi da je v ‰ w i ipvq “ ipwq. Neka su
f, g : k Ñ V linearna preslikavanja definirana s fp1q “ v i gp1q “ w. Ona su ocˇito morfizmi u
kategoriji proVect i razlicˇiti su, a vrijedi i ˝ f “ i ˝ g što je u kontradikciji s pretpostavkom da
je i monomorfizam u kategoriji proVect.
Ova propozicija nije bitna za dalje izlaganje, ovdje je samo zbog potpunosti.
Propozicija 3.4.16. Morfizam u kategoriji proVect je epimorfizam u proVect ako i samo ako
je upotpunjenje njegove slike u Vect jednako cijeloj njegovoj kodomeni.
Dokaz. Pretpostavimo da je p : V Ñ W morfizam u kategoriji proVect i zppV q “ W . Neka
je f, g : W Ñ Z paralelan par morfizama u kategoriji proVect za koji vrijedi f ˝ p “ g ˝ p.
Svaki element v upotpunjenja zppV q “ W može se prikazati kao formalna suma elemenata u
ppV q, v “ řλ vλ, po propoziciji 3.4.7. Buduc´i da preslikavanja f i g distribuiraju po formalnim
sumama, ako se podudaraju na ppV q moraju se podudarati na cijelom zppV q, tj. mora biti f “ g.
Obratno, pretpostavimo da je p : V Ñ W epimorfizam u kategoriji proVect. Dokazat c´emo
da je zppV q “ W . Pretpostavimo suprotno, tj. da zppV q ‰ W . Tada je kvocijent W {zppV q netri-
vijalan vektorski prostor. Po propoziciji 3.4.12 to je kofiltrirani vektorski prostor i kvocijentno
preslikavanje q : W Ñ W {zppV q je morfizam u kategoriji proVect. Ocˇito je q ˝ p “ 0. Par
f :“ id ˝ q, g :“ 0 ˝ q : W Ñ W {zppV q su tada morfizmi u proVect za koje vrijedi f ‰ g i
f ˝ p “ g ˝ p što je u kontradikciji s time da je p epimorfizam u kategoriji proVect.
3.4.4 Koprodukti i kolimesi u kategorijama ProsV i proVect
Postojanje i konstrukcija kolimesa dijagrama u kategoriji proVect cˇija je domena usmjeren skup
kofinalnosti ℵ0 bit c´e potrebni za dokaz da kategorija Indsℵ0proVect dopušta koujednacˇitelje i da
oni komutiraju s tenzorskim produktom koji c´emo na toj kategoriji definirati.
Propozicija 3.4.17. (Koprodukt u ProsV .) Neka kategorija V posjeduje koprodukte. Tada
kategorija ProsV posjeduje koprodukte i kategorija Prosℵ0V posjeduje koprodukte familija in-
deksiranih skupom kardinaliteta ď ℵ0.
Detaljnije, koprodukt familije tV pkqukPK u ProsV , V pkq “ ptV pkqi uiPIk , tφpkqji uq, k P K, je












, za i “ pikqkPK P I
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, za usporedive i “ pikqkPK ě j “ pjkqkPK u I.
Komponente ιpkq : V pkq Ñ V univerzalnog kokonusa dane su predmorfizmima kofiltracija sas-
tavljenima od kanonskih preslikavanja u koprodukte







gdje je pik : I Ñ Ik projekcija iz produkta u komponentu, pikpiq “ ik za i “ pikqkPK P I .
Dokaz. Ocˇito je V usmjereni sustav u V , a kofiltracija je jer je koprodukt epimorfizama epi-
morfizam. Zaista, pretpostavimo da imamo dva preslikavanja α i β koje
š
kPK fk ujednacˇuje i













Tada za svaki k P K vrijedi da škPK fk ˝ ιAk “ ιBk ˝ fk ujednacˇuje α i β. Buduc´i da je svaki
fk epimorfizam, slijedi da ιBk ujednacˇuje α i β za svaki k P K. Po univerzalnom svojstvu
koprodukta, postoji jedinstveno preslikavanje
š
kPK Bk Ñ C takvo da je na komponentama
jednako α ˝ ιBk “ β ˝ ιBk . Dakle, α mora biti jednako β. Time je dokazano da je koprodukt
epimorfizama epimorfizam i da je V kofiltracija.
Sada dokazujemo da je konstruirana kofiltracija V “ ptViuiPI , tφjiuq zajedno s preslikava-
njima ιpkq : V pkq Ñ V , k P K,







koprodukt u ProsV danih kofiltracija. Preslikavanja ιpkq su ocˇito predmorfizmi kofiltracija.
Neka je dana kofiltracija Z “ ptZnunPJ , tτmnuq i neka je za svaki k P K dan predmorfizam
gpkq : V pkq Ñ Z
gpkq “ pλk, tgpkqn : V pkqλkpnq Ñ Znuq
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Familija morfizama thnunPJ cˇini predmorfizam kofiltracija h : V Ñ Z što je vidljivo iz slje-
dec´eg dijagrama. Za svaki vezni morfizam τmn i svaki k P K postoji komponenta V pkqµkpn,mq
kofiltracije V pkq takva da je unutrašnji peterokut komutativan. Vanjska iscrtkana preslikavanja































Ocˇito vrijedi da je h ˝ ιpkq “ gpkq za svaki k P K.
Sada dokazujemo jedinstvenost takvog morfizma. Pretpostavimo da postoji još jedan pred-






γkpnq Ñ ZnunPJ .
Promotrimo sljedec´i dijagram. Buduc´i da je e ˝ ιpkq “ h ˝ ιpkq to postoji za svaki k komponenta
V
pkq
ηkpnq i iscrtkana preslikavanja iz nje na dijagramu tako da komutira vanjski šesterokut. Ko-




ηkpnq. Buduc´i da komutira
vanjski šesterokut, komutiraju gornji lijevi i donji lijevi cˇetverokut za svaki k P K i preslika-
vanje iz koprodukta jedinstveno je odred¯eno preslikavanjima iz svih komponenti koprodukta,
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Ako su zadane kofiltracije s indeksnim skupom kofinalnosti najviše ℵ0 i ako je K prebro-
jiv, onda je ocˇito I kofinalnosti najviše ℵ0, pa je konstruirana kofiltracija unutar potkategorije
Prosℵ0V .
Propozicija 3.4.18. (Koprodukt u proVect.) Neka je K skup kardinaliteta ď ℵ0 i neka je
tV pkqukPK familija u kategoriji proVect, V pkq – limV pkq, V pkq “ ptV pkqi uiPIk , tφjiuq, uz pro-




V pkq, tιpkq : V pkq Ñ V ukPK


























: V Ñ Vi, za i “ pikqkPK P I
koprodukt u kategoriji proVect familije tV pkqukPK . Kofiltracija na V pkq jednaka je inducira-
noj kofiltraciji na V pkq kao potprostoru od V pa V pkq možemo gledati kao potpun potprostor
kofiltriranog vektorskog prostora V .
Dokaz. Po propoziciji 3.4.17 V “ ptViuiPI , tφjiuq zaista jest kofiltracija i koprodukt u katego-
riji Prosℵ0Vect familije tV pkqukPK . Buduc´i da su kategorije proVect i Prosℵ0Vect ekvivalentne,
preostaje dokazati da je limV zaista V i da su kanonska preslikavanja ιpkq : V pkq Ñ V u kopro-
dukt u Vect inducirana kanonskim predmorfizmima V pkq Ñ V u koprodukt u Prosℵ0Vect.
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Kanonsko preslikavanje V Ñ Vˆ u upotpunjenje je injekcija jer za svaki element v P V
razlicˇit od 0 postoji komponenta Vi u koju se on po projekciji piVi preslika u element razlicˇit od
0. Možemo dakle gledati V kao potprostor od Vˆ . Svaku komponentu V pkq možemo gledati kao
potprostor od V i time kao potprostor od Vˆ . Pritom je ocˇito kofiltracija V pkq na V pkq jednaka
induciranoj kofiltraciji na V pkq kao potprostoru od Vˆ , pa je V pkq potpun potprostor od Vˆ .
Neka je
ř
λ vλ formalna suma u Vˆ cˇiji su svi sumandi u V . Prvo c´emo zamijeniti tu formalnu
sumu formalnom sumom iste vrijednosti cˇiji je svaki sumand unutar neke komponente V pkq i svi
sumandi su iz razlicˇitih komponenti i zatim zakljucˇiti da je takva suma nužno konacˇna, dakle s
vrijednosti unutar V . Pocˇetna suma je formalna pa je skup tλ | piipvλq ‰ 0u konacˇan za svaki
i P I . Svaki sumand vλ može se zapisati kao direktna (konacˇna) suma elemenata komponenti







U ovom dokazu kao inacˇe sa
ř¯
oznacˇavamo konacˇnu sumu pribrojnika razlicˇitih od 0. Za svaki
i “ pikqkPK P I je

















. Buduc´i da je ta suma
direktna imamo:
piVi pvλq “ 0 ñ p@kqppipkqik pvpkqλ q “ 0q.





je formalna suma iste vrijednosti kao
ř
λ vλ, a cˇiji su svi sumandi elementi komponenti V
pkq.





u Vˆ i njeni su sumandi svi unutar jedne komponente V pkq. Oznacˇimo li njenu vrijednost s vpkq,


























pkq sadrži netrivijalne sumande iz najviše konacˇno mnogo komponenti
V pkq, jer u protivnom bismo mogli pronac´i komponentu Vi “ škPK V pkqik kofiltracije tako da
se beskonacˇno mnogo sumanada te formalne sume projicira u netrivijalne elemente te kom-
ponente. Dakle, to je konacˇna suma elemenata od V i time je njena vrijednost unutar V “š
k V
pkq, pa slijedi da je vrijednost pocˇetne formalne sume u V .
Dokazali smo time da V Ď Vˆ sadrži vrijednosti svih formalnih suma sa sumandima u
V , pa je po propoziciji 3.4.8 V potpun. Time je dokazano V – limV . Nadalje, lako se
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vidi da su kanonska preslikavanja ιpkq : V pkq Ñ V u koprodukt u Vect inducirana kanonskim























Napomena 3.4.19. Za koprodukt familije indeksirane skupom kardinaliteta ď ℵ0 u katego-
riji proVect – Prosℵ0Vect može se uzeti i sljedec´i kofiltrirani vektorski prostor. Neka je
tV pkq – limV pkqukPK familija u proVect. Bez smanjenja opc´enitosti možemo pretpostaviti
da je indeksna kategorija svake kofiltracije izomorfna s N. Indeksnu kategoriju iz prethodnog













Tada je V uz kofiltraciju ptVnu, tφmnuq i komponente tιpkqu koprodukt u kategoriji proVect
familije tV pkqukPK .
Korolar 3.4.20. Neka kategorija V ima kolimese svih dijagrama. Tada kategorija ProsV ima
kolimese svih dijagrama, a kategorija Prosℵ0V ima kolimese svih dijagrama cˇija je domena I
usmjeren skup kofinalnosti najviše ℵ0, te kolimese svih dijagrama cˇija domena I ima prebrojiv
skup morfizama MorI .
Dokaz. Prva tvrdnja je posljedica propozicija 3.4.1 i 3.4.17 i poznate cˇinjenice da kategorija ima
sve koujednacˇitelje i koprodukte ako i samo ako ima sve kolimese, [MacLane]. Naime, kolimes
funktora F : I Ñ V (u našem slucˇaju iz male kategorije I) konstruira se kao koujednacˇitelj u
sljedec´em dijagramu:
š
ps : iÑjqPMorI F piq
š




3.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIJI PROVECT
U tom dijagramu preslikavanja α i β su jedinstvena preslikavanja iz koprodukta inducirana
po univerzalnom svojstvu sljedec´im preslikavanjima iz komponenti koprodukta: za s : i Ñ j
morfizam u I








Lako je provjeriti da je koujednacˇitelj tog dijagrama upravo kolimes dijagrama F .
Za dokaz druge tvrdnje treba samo dodatno zamijetiti da su oba koprodukta u gornjem dija-
gramu indeksirana prebrojivim skupom cˇim se usmjeren skup I kofinalnosti najviše ℵ0 zamijeni
svojim kofinalnim podskupom izomorfnim s N ili cˇim je MorI prebrojiv skup. Oba koprodukta
su tada unutar Prosℵ0V pa je i koujednacˇitelj unutar Prosℵ0V .
Poznato je i lako se pokaže da je koujednacˇitelj u kategoriji vektorskih prostora paralelnog
para f, g : AÑ B jednak kvocijentnom preslikavanju B Ñ B{W za W “ Impf ´ gq.
Propozicija 3.4.21. (Koujednacˇitelj u proVect.) Neka su f, g : AÑ B dva morfizma u katego-
riji proVect. Neka je B Ñ B{W njihov koujednacˇitelj u Vect, W “ Impf ´ gq. Tada je njihov
koujednacˇitelj u proVect jednak kvocijentnom preslikavanju B Ñ B{Wˆ .
Dokaz. Neka su kofiltracije na A i B dane s A “ tpAnunPI , tφmnuq i B “ ptpBnunPJ , tψmnuq
redom i neka su predmorfizmi pλ, tfnunPJq i pλ, tgnunPJq redom inducirani morfizmima f i g.
Predmorfizmi su odabrani tako da funkcije λ budu jednake, što je moguc´e jer je I usmjerena
kategorija. Koujednacˇitelj u Prosℵ0Vect ta dva predmorfizma je dokazu propozicije 3.4.1 kons-
truiran po nivoima: za svaki n P J je hn : Bn Ñ Cn koujednacˇitelj u Vect para fn, gn i za
svaki usporedivi par m ď n je τmn : Cn Ñ Cm jedinstveni morfizam koji proizlazi iz univerzal-



















Projekcija piAλpnq je epimorfizam pa je koujednacˇitelj hn para fn, gn jednak koujednacˇitelju
tog para pretkomponiranog s piAλpnq na sljedec´em dijagramu: fn ˝ piAλpnq, gn ˝ piAλpnq. Taj je par
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Koujednacˇitelj u Vect tog para jednak je kvocijentnom preslikavanju
Bn Ñ Bn{ImppiAn ˝ f ´ piAn ˝ gq,
a vrijedi ImppiAn ˝ f ´ piAn ˝ gq “ ImppiAn ˝ pf ´ gqq što je jednako piAn pImpf ´ gqq. Dakle,
konstruirani koujednacˇitelj u Prosℵ0Vect po nivoima je dan kvocijentnim preslikavanjima
hn : Bn Ñ Bn{piBn pImpf ´ gqq
i preslikavanjima τmn induciranim med¯u kvocijentima preslikavanjima ψmn. Po konstrukciji ko-
filtracije na upotpunjenju potprostora kofiltriranog vektorskog prostora u propoziciji 3.4.5 i po
konstrukciji kofiltracije na kvocijentu kofiltriranog vektorskog prostora po svom potpunom pot-
prostoru u propoziciji 3.4.12 vidimo da je dobivena kofiltracija ptBn{piBn pImpf´gqqunPJ , tτmnuq
kvocijentna kofiltracija kofiltriranog vektorskog prostora B{ {Impf ´ gq i da je predmorfizam
pthnunPJq upravo predmorfizam kofiltracija induciran kvocijentnim preslikavanjem
h : B Ñ B{ {Impf ´ gq.
Dakle, kvocijentno preslikavanje h je, uz kvocijentnu kofiltraciju na kodomeni, koujednacˇitelj
u kategoriji proVect para f, g.
Propozicija 3.4.22. (Filtrirani kolimes u proVect.) Neka je C “ ptCpnqunPK , tφmnuq usmje-




pnq generiran elementima skupa
tc´ e | i, j P K, c P Cpiq, e P Cpjq, pD k ě i, jqpφkipcq “ φkjpeqqu.
Tada je potprostor W potpun u
š
nPK C
pnq, W “ Wˆ , i kolimes u kategoriji proVect tog usmje-
renog sustava jednak je
š
nPK C
pnq{W uz kanonsku kvocijentnu kofiltraciju i kanonske kompo-








Dakle, kolimes usmjerenog sustava u kategoriji proVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu tog usmjerenog sustava u kategoriji Vect. Ako je C filtracija u kategoriji proVect,
komponente univerzalnog kokonusa u kategoriji proVect nad filtracijom C su monomorfizmi.
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pkq{ {Impα ´ βqα
β
Pritom koristimo cˇinjenicu da je koprodukt u proVect kao vektorski prostor jednak koproduktu
u Vect, koja je dokazana u propoziciji 3.4.18, i opis koujednacˇitelja u proVect koji je dan u










Potprostor Impα ´ βq generiran je dakle skupom
tc´ e | i, j P K, i ď j, c P Cpiq, e P Cpjq, φjipcq “ eu.
Lako se vidi da je taj potprostor onda generiran i nešto vec´im skupom
tc´ e | i, j P K, c P Cpiq, e P Cpjq, pD k ě i, jqpφkipcq “ φkjpeqqu
to jest jednak W .
Dokazujemo sada da je W “ Impα´βq potpun ako jeC usmjeren sustav u proVect. S tom
svrhom pretpostavimo bez smanjenja opc´enitosti da je indeksni usmjereni skup tog usmjerenog
sustava jednak N, za slucˇaj da je kofinalnost od K jednaka ℵ0. U slucˇaju da je manja, tvrdnja
slijedi trivijalno. Neka je
ř
λwλ formalna suma u Wˆ cˇiji su svi sumandi u W . Lako se vidi da
je potprostor W generiran skupom
tcpkq ´ epk`1q | k P N, cpkq P Cpkq, epk`1q P Cpk`1q, φpk`1qkpcpkqq “ epk`1qu.
Svaki sumand wλ je konacˇna suma takvih generatora, pri cˇemu generatore koji dolaze iz istog
para Cpkq, Cpk`1q možemo zbrojiti zbog jedinstvenosti veznog morfizma φpk`1qk. Dakle, svaki
sumand wλ možemo zapisati kao ovakvu konacˇnu sumu takvih generatora:
wλ “ pcp1qλ ´ ep2qλ q ` pcp2qλ ´ ep3qλ q ` . . .` pcpNλqλ ´ epNλ`1qλ q.
Kao u dokazu propozicije 3.4.18 o koproduktu u proVect zakljucˇujemo: (i) iz piipwλq “ 0
slijedi piipcp1qλ q “ 0, piip´ep2qλ ` cp2qλ q “ 0, . . ., piip´epNλqλ ` cpNλqλ q “ 0, piipepNλ`1qλ q “ 0, (ii) iz
toga zatim slijedi da je sljedec´a suma formalna i vrijednosti jednake pocˇetnoj:ÿ
λ,k
p´epkqλ ` cpkqλ q,
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p´ep2qλ ` cp2qλ q, . . . ,
ÿ
λ
p´epkqλ ` cpkqλ q, . . .





p´epkqλ ` cpkqλ qq.





p1q P Cp1q. Vezni morfizam φ21 distribuira po






λ φ21pcp1qλ q “ φ21pcp1qq formalna suma. Oznacˇimo njenu
vrijednost s ep2q. Ocˇito je cp1q ´ ep2q P W . Dalje zakljucˇujemo da je řλ cp2qλ formalna suma jer
je jednaka zbroju po cˇlanovima formalnih suma
ř
λp´ep2qλ ` cp2qλ q i
ř
λpep2qλ q. Daljim analognim
zakljucˇivanjem na kraju dobivamo da je pocˇetna formalna suma vrijednostiÿ
λ
wλ “ pcp1q ´ ep2qq ` pcp2q ´ ep3qq ` . . .` pcpkq ´ epk`1qq ` . . .
pri cˇemu je svaka razlika cpkq ´ epk`1q u W , a iz toga, slicˇno kao u dokazu propozicije 3.4.18
o koproduktu u proVect, da ta suma mora biti konacˇna. Dakle, pocˇetna formalna suma ima




Buduc´i da je tada kolimes u proVect kao vektorski prostor jednak kolimesu u Vect, kom-
ponente univerzalnog kokonusa su injekcije, jer su u Vect injekcije po propoziciji 3.1.9. Te
komponente su onda monomorfizmi u proVect po propoziciji 3.4.15.
3.4.5 Tenzorski produkt monomorfizama je monomorfizam
Propozicija 3.4.23. Upotpunjeni tenzorski produkt dvaju monomorfizama u kategoriji proVect
odnosno proVectFin je monomorfizam. Jezgra upotpunjenog tenzorskog produkta f bˆ g mor-
fizma f i monomorfizma g u proVect odnosno proVectFin je upotpunjeni tenzorski produkt
jezgre morfizma f i domene monomorfizma g.
Dokaz. Neka su f : V Ñ Z i g : W Ñ T monomorfizmi kofiltriranih vektorskih prostora.
Dokazat c´emo da je f bˆ id monomorfizam, gdje je id : W Ñ W identiteta. Analogno bi se
dokazalo da je id bˆ g monomorfizam, iz cˇega bi slijedilo da je f bˆ g “ pf bˆ idq ˝ pid bˆ gq
monomorfizam.
Neka su teαuα, te1βuβ formalne baze redom za V i W . Tada je teα b e1βupα,βq formalna baza
za V bˆW po propoziciji 3.3.14. Pretpostavimo da je v P V bˆW takav da je pf bˆ idqpvq “ 0 i
neka je izraz
ř
α,β tαβeα b e1β formalna suma s vrijednosti v.
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Tada je za svaki β izraz
ř
α tαβeα takod¯er formalna suma. Zaista, za proizvoljan fiksirani
β postoji j takav da je piWj pe1βq ‰ 0. Za svaki i P I je skup tα | tαβpiVi peαq b piWj pe1βq ‰ 0u
konacˇan, pa jer je piWj pe1βq ‰ 0 mora biti skup tα | tαβpiVi peαq ‰ 0u konacˇan.
Oznacˇimo sada za svaki β s vβ vrijednost te formalne sume
ř
α tαβeα. Tada je
ř
β vβ b e1β
takod¯er formalna suma i vrijednost joj je jednaka vrijednosti pocˇetne sume. Preslikavanje f bˆ id
distribuira po formalnim sumama pa je 0 “ řβ fpvβq b e1β . Postoji j takav da bazu od Wj cˇine
slike po piWj elemenata baze teβuβ koji se ne preslikaju u 0 i takav da je piWj pe1βq ‰ 0. Buduc´i
da je tada _ÿ
β
piVk pfpvβqq b piWj pe1βq “ 0,
a skup svih piWj pe1βq ‰ 0 je linearno nezavisan, proizlazi da je piVk pfpvβqq “ 0. To vrijedi za
svaki k, pa je fpvβq “ 0. Iz toga slijedi vβ “ 0 jer je f monomorfizam i monomorfizmi u
proVect su injekcije po propoziciji 3.4.15.
Slicˇno se dokazuje druga tvrdnja propozicije. Neka je f morfizam V Ñ Z u proVect i g
monomorfizam W Ñ T u proVect. Dokazujemo da je
Kerpf bˆ gq “ Kerpfq bˆW.
Vrijedi f bˆ g “ id bˆ g ˝ f bˆ id, a po prethodnome dokazanom id bˆ g je monomorfizam. Jez-
gra monomorfizma je trivijalna pa je Kerpf bˆ gq “ Kerpf bˆ idq. Dovoljno je dakle dokazati
Kerpf bˆ idq “ Kerpfq bˆW . Ocˇito je Kerpfq bˆW Ď Kerpf bˆ idq. Dokazujemo Kerpf bˆ idq Ď
Kerpfq bˆW . Jednako kao u dokazu prethodne tvrdnje zakljucˇi se da za svaki v P V bˆW ,
v “ řβ vβ b e1β , takav da je pf bˆ idqpvq “ 0 vrijedi fpvβq “ 0 za svaki β. Dakle, vrijedi
Kerpf bˆ idq Ď Kerpfq bˆW .
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Poglavlje 4
Kategorija indVect filtriranih vektorskih
prostora
4.1 Definicije
U poglavlju prije prethodnog definirani su usmjereni sustav u V , predmorfizmi usmjerenih sus-
tava i njihova kompozicija, morfizmi usmjerenih sustava i njihova kompozicija, te kategorija
usmjerenih sustava u V . Kategorija usmjerenih sustava u V je ekvivalentna kategoriji poopc´e-
nih usmjerenih sustava u V , a ona je ekvivalentna kategoriji ind-objekata u V , pa je oznacˇavamo
s IndV .
4.1.1 Kategorija IndsV filtracija u V
Definicija 4.1.1. Filtracija je usmjereni sustav kod kojeg su sva vezna preslikavanja monomor-
fizmi. Morfizam filtracija je morfizam usmjerenih sustava.
Kategorija filtracija u kategoriji V je puna potkategorija kategorije usmjerenih sustava IndV
cˇiji su objekti filtracije u V . Oznacˇavamo je s IndsV .
Definicija 4.1.2. ℵ0-filtracija je filtracija cˇija je indeksna kategorija kofilnalnosti najviše ℵ0.
Kategoriju ℵ0-filtracija u kategoriji V oznacˇavamo s Indsℵ0V .
4.1.3. Kategorija V je puna potkategorija kategorije filtracija u V . Imamo sljedec´i niz ulaganja
kategorija
V ãÑ Indsℵ0V ãÑ IndsV ãÑ IndV ,
pri cˇemu je prvo ulaganje pridruživanje odgovarajuc´e konstantne filtracije objektu iz V .
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Propozicija 4.1.4. Svaka filtracija u Vect (odnosno VectFin) ima kolimes u Vect. Sve su kom-
ponente kolimesa filtracije monomorfizmi.
Dokaz. Neka je V “ ptViuiPI , tφjiuq filtracija u Vect. Za prvu tvrdnju vidi propoziciju 2.4.3
o egzistenciji filtriranih kolimesa u Set i Vect. Dokazujemo drugu tvrdnju. Oznacˇimo s
ιi : Vi Ñ colimV komponente univerzalnog kokonusa. Pretpostavimo da za v, w P Vi vri-
jedi ιipvq “ ιipwq. Po propoziciji 2.4.3 to vrijedi ako i samo ako postoji k P I takav da je
φkipvq “ φkipwq. Buduc´i da je svaki vezni morfizam filtracije injekcija, slijedi v “ w. Dakle,
svaka je komponenta univerzalnog kokonusa injekcija.
4.1.4.1. Cˇesto pišemo za ιipvq P colimV umjesto rvs jednostavno v.
4.1.2 Kategorija indVect filtriranih vektorskih prostora
Definicija 4.1.5. Filtrirani vektorski prostor je vektorski prostor V zajedno s ℵ0-filtracijom V
u Vect takvom da je V – colimV .
Filtrirani vektorski prostor V – colimV zadan je dakle komponentama Vi :“ V piq, veznim
preslikavanjima φji : Vi Ñ Vj :“ V piÑ jq filtracije, vrhom univerzalnog kokonusa V nad tom
filtracijom i komponentama kokonusa ιVi : Vi Ñ V . Po propoziciji 4.1.4 sve su te komponente
kokonusa monomorfizmi, a zovemo ih injekcije.
4.1.5.1. Ovdje nije nužno da se ogranicˇimo u definiciji na ℵ0-filtracije. Svi teoremi u ovom
poglavlju vrijede za cijelu kategoriju filtracija u Vect. Ogranicˇenja su tu samo zbog toga što su
takva ogranicˇenja nužna za kategoriju kofiltriranih vektorskih prostora. Naime, bez ogranicˇava-
nja na ℵ0-kofiltracije ne vrijedi nužno da je limes kofiltracije neprazan i ne vrijede mnogi nužni
teoremi. Ogranicˇenja su ovdje u svrhu simetrije: dual filtriranog vektorskog prostora bit c´e ko-
filtrirani vektorski prostor i obratno. Za sve te kategorije vrijedit c´e teoremi koje priželjkujemo.
Definicija 4.1.6. Morfizam filtriranih vektorskih prostora V – colimV i W – colimW , gdje
su filtracije dane sa V “ ptViuiPI , tφkiuq,W “ ptVjujPJ , tψljuq, je svako linearno preslikava-
nje f : V Ñ W takvo da za svaki i P I postoji j P J i linearno preslikavanje fji : Vi Ñ Wj za








to jest, simbolima, takvo da vrijedi p@i P IqpDj P JqpDfji : Vi Ñ WjqpιWj ˝ fji “ f ˝ ιVi q.
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Ocˇito je kompozicija g˝f morfizama filtriranih vektorskih prostora f i g morfizam filtiranih
vektorskih prostora. Kategoriju filtriranih vektorskih prostora i morfizama filtriranih vektorskih
prostora oznacˇavamo s indVect. Njenu punu potkategoriju filtriranih vektorskih prostora cˇije
filtracije su objekti kategorije Indsℵ0VectFin, tj. imaju konacˇno-dimenzionalne komponente, oz-
nacˇavamo s indVectFin.
Propozicija 4.1.7. Svaki morfizam filtriranih vektorskih prostora inducira jedinstveni morfizam
odgovarajuc´ih ℵ0-filtracija vektorskih prostora i obratno na sljedec´i nacˇin:
(i) Neka je f : V Ñ W morfizam filtriranih vektorskih prostora i neka su filtracije na njima
dane s V “ ptViuiPI , tφkiuq,W “ ptWjujPJ , tψljuq. Definiramo skup
Hpfq :“ tfji : Vi Ñ Wj | i P I, j P J, ιWj ˝ fji “ f ˝ ιVi u.
Tada svaki izbor podfamilije oblika tfλpiqi : Vi Ñ WλpiquiPI Ď Hpfq definira predmorfizam
filtracijaV ÑW i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. Pridruživanje
koje morfizmu f filtriranih vektorskih prostora na ovaj nacˇin pridruži morfizam filtracija poštuje
kompoziciju.
(ii) Svaki predmorfizam ℵ0-filtracija tfλpiqi : Vi Ñ WλpiquiPI : V ÑW odred¯uje jedinstveno
preslikavanje f : V Ñ W med¯u kolimesima V – colimV , W – colimW tih filtracija takvo
da je za svaki i P I
ιWλpiq ˝ fλpiqi “ f ˝ ιVi .
Ekvivalentni predmorfizmi odred¯uju isto preslikavanje f . Pridruživanje koje morfizmu filtracija
na ovaj nacˇin pridruži morfizam filtriranih vektorskih prostora poštuje kompoziciju.
Ta dva pridruživanja su med¯usobno inverzna.
Dokaz. (i) Za svaki i P I oznacˇimo s Kpiq skup indeksa j P J za koje postoji linearno pres-
likavanje fji : Vi Ñ Wj takvo da je ιWj ˝ fji “ f ˝ ιVi . Svaki skup Kpiq je neprazan jer je f
morfizam filtriranih vektorskih prostora. Svako preslikavanje fji je jedinstveno odred¯eno parom
pi, jq jer su komponente kokonusa ιWj monomorfizmi. Dokazujemo da za svako vezno presli-
kavanje φki : Vi Ñ Vk vrijedi da za svaka dva preslikavanja fji i flk koja pripadaju skupu Hpfq















Neka je n P J takav da je n ě j i n ě l. Na sljedec´em dijagramu su komutativna oba desna
bocˇna trokuta (kokonus s vrhom W ), lijevi bocˇni trokut (konus s vrhom V ), prednji i stražnji




























ιWn ˝ ψnl ˝ flk ˝ φki “ ιWl ˝ flk ˝ φki
“ f ˝ ιVk ˝ φki
“ f ˝ ιVi
“ ιWj ˝ fji
“ ιWn ˝ ψnj ˝ fji
i ιWn je monomorfizam pa slijedi
ψnl ˝ flk ˝ φki “ ψnj ˝ fji.
Za svaki i P I odaberimo λpiq P Kpiq. Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi da je
pλ, tfλpiqiuq predmorfizam filtracija V Ñ W . Takod¯er, prethodno dokazana tvrdnja za k “ i
pokazuje da su svaka takva dva predmorfizma ekvivalentna. Time je morfizmu f filtriranih vek-
torskih prostora pridružen na kanonski nacˇin morfizam odgovarajuc´ih filtracija. Dokazujemo
sada da to pridruživanje poštuje kompoziciju. Neka su f : V Ñ W i g : W Ñ Z morfizmi
filtriranih vektorskih prostora V – colimV , W – colimW i Z – colimZ. Za predmor-
fizme pλ, tfλpiqiuq : V Ñ W i pµ, tgµpkqkuq : W Ñ Z odabrane na prethodni nacˇin vrijedi da
je njihova kompozicija
pµ ˝ λ, tgµpλpiqqλpiq ˝ fλpiqiuq
predmorfizam filtracija V Ñ Z takav da za svaki i P I vrijedi
ιZµpλpiqq ˝ gµpλpiqqλpiq ˝ fλpiqi “ g ˝ ιWλpiq ˝ fλpiqi “ g ˝ f ˝ ιVi .
Komponente tog predmorfizma nalaze se dakle unutar skupa
Hpg ˝ fq “ thki : Vi Ñ Zk | ιZk ˝ hki “ g ˝ f ˝ ιVi u,
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pa je predmorfizam pridružen kompoziciji g˝f ekvivalentan kompoziciji predmorfizama pridru-
ženih f i g. Dakle, kompoziciji morfizama filtriranih vektorskih prostora g ˝ f bit c´e pridružena
kompozicija odgovarajuc´ih morfizama filtracija.
(ii) Obratno, neka je dan morfizam V Ñ W filtracija V “ ptViuiPI , tφkiuq i W “
ptWjujPJ , tψljuq svojim predstavnikom pλ, tfi : Vi Ñ Wλpiquq. Dokazujemo da je tada s
tιWλpiq ˝ fi : Vi Ñ W uiPI
definiran kokonus nad V s vrhom W . Za svaki vezni morfizam φki : Vi Ñ Vk postoji gornja












Buduc´i da su ιWi komponente kokonusa nadW iz prethodnog slijedi
ιWλpkq ˝ fk ˝ φki “ ιWn ˝ ψnλpkq ˝ fk ˝ φki “ ιWn ˝ ψnλpiq ˝ fi “ ιWλpiq ˝ fi.
Dakle, familijom tιWλpiq ˝ fiuiPI je definiran kokonus nad V s vrhom W pa po univerzalnom
svojstvu kolimesa ona odred¯uje jedinstveno linearno preslikavanje f : V – colimV Ñ W
takvo da je za svaki i P I
f ˝ ιVi “ ιWλpiq ˝ fi.
Ocˇito je f morfizam filtriranih vektorskih prostora. Uz to, vrijedi da je fi P Hpfq za svaki
i P I pa iz toga i jedinstvenosti preslikavanja f s tim svojstvom slijedi da je ovo pridruživanje
inverzno prethodnom pridruživanju.
Dokazujemo sada da ekvivalentni predmorfizmi na ovaj nacˇin definiraju isti kokonus i time
isto preslikavanje f . Neka je pµ, tgi : Vi Ñ Wµpiquq predmorfizam ekvivalentan f . Za svaki
















ιWλpiq ˝ fi “ ιWn ˝ ψnλpiq ˝ fi “ ιWn ˝ ψnµpiq ˝ gi “ ιWµpiq ˝ gi.
Dakle, ekvivalentni predmorfizmi filtracija definiraju isto preslikavanje filtriranih prostora. Time
je na kanonski nacˇin svakom morfizmu filtracija pridružen morfizam odgovarajuc´ih filtriranih
vektorskih prostora.
Dokazujemo sada da to pridruživanje poštuje kompoziciju. Neka su pλ, tfiuiPIq : V ÑW
i pµ, tgjujPJq : W Ñ Z dva predmorfizma filtracija. Oni odred¯uju jedinstvena preslikavanja f
i g takva da vrijedi f ˝ ιVi “ ιWλpiq ˝ fi i g ˝ ιWj “ ιZµpjq ˝ gj . Slijedi da za njihovu kompoziciju
pµ ˝ λ, tgλpiq ˝ fiuiPIq
za svaki i P I vrijedi
ιZµpλpiqq ˝ gλpiq ˝ fi “ g ˝ ιWλpiq ˝ fi “ g ˝ f ˝ ιVi .
Pridruženo jedinstveno linearno preslikavanje h : V Ñ Z takvo da je ιZµpλpiqq ˝ gλpiq ˝ fi “ h ˝ ιVi
za svaki i P I nužno je tada jednako g ˝ f . Dakle, kompoziciji dva predmorfizma filtracija
pridružena je kompozicija odgovarajuc´ih morfizama filtriranih vektorskih prostora.
Pridruživanja su ocˇito inverzna.
Za dva med¯usobno pridružena morfizma filtracija V ÑW i filtriranih vektorskih prostora
V Ñ W iz prethodne propozicije kažemo da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa
Hpfq zovemo komponente tog morfizma filtracija odnosno tog morfizma filtriranih vektorskih
prostora.
Korolar 4.1.8. Pridruživanje koje svakoj ℵ0-filtraciji V u Vect pridruži njen kolimes colimV u
Vect, a svakom morfizmu ℵ0-filtracija V ÑW njime induciran morfizam filtriranih vektorskih
prostora colimV Ñ colimW je funktor koji je ekvivalencija kategorije ℵ0-filtracija vektorskih
prostora i kategorije filtriranih vektorskih prostora:
Indsℵ0Vect – indVect.
Potkategorija ℵ0-filtracija u VectFin ekvivalentna je potkategoriji filtriranih vektorskih pros-
tora s konacˇno-dimenzionalnim komponentama,
Indsℵ0VectFin – indVectFin.
4.1.9. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija Vect ãÑ indVect (vektorski prostor
s konstantnom filtracijom) i zaboravni funktor indVect Ñ Vect (zaboravlja filtraciju). Oba
funktora su vjerna, tj. injekcije na skupovima morfizama. Slicˇno je s ulaganjem VectFin ãÑ
indVectFin i zaboravnim funktorom indVectFin Ñ Vect.
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4.1.3 Kategorija filtriranih skupova
Analogne propozicije vrijede i za ℵ0-filtracije u Set i filtrirane skupove. Ove definicije su
potrebne da bismo mogli definirati bilinearni morfizam filtracija u Vect.
Definicija 4.1.10. Filtrirani skup je skup S zajedno s ℵ0-filtracijom S u Set takvom da je
S – colimS. Morfizam filtriranih skupova S – colimS i T – colimT , gdje su filtracije dane
s S “ ptSiuiPI , tφkiuq i T “ ptTjujPJ , tψljuq, je svako preslikavanje f : S Ñ T skupova sa
svojstvom
p@i P IqpDj P JqpDfji : Si Ñ Tjqpf ˝ ιSi “ ιTj ˝ fjiq.
Propozicija 4.1.11. Svaka filtracija skupova ima kolimes u Set. Svaka komponenta kolimesa
filtracije skupova je monomorfizam.
Propozicija 4.1.12. Svaki morfizam ℵ0-filtracijaS Ñ T skupova inducira jedinstveni morfizam
S Ñ T filtriranih skupova S – colimS i T – colimT i obratno. Pridruživanja su med¯usobno
inverzna i poštuju kompoziciju.
Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 4.1.7 za kategoriju Vect.
Korolar 4.1.13. Pridruživanje koje svakom filtriranom skupu S – limS pridruži njegovu filtra-
ciju S, a svakom morfizmu filtriranih skupova f : S Ñ T inducirani morfizam njihovih filtracija
je funktor koji je ekvivalencija kategorije filtriranih skupova i kategorije ℵ0-filtracija skupova,
indSet – Indsℵ0Set.
Definicija 4.1.14. Kartezijev produkt filtracija S “ ptSiuiPI , tφkiuq i T “ ptTjujPJ , tψljuq u
kategoriji Set je filtracija S ˆ T :“ ptSi ˆ Tjupi,jqPIˆJ , tφki ˆ ψljuq.
Lako se provjeri da je prethodna definicija dobra, tj. da je kartezijev produkt monomorfi-
zama opet monomorfizam.
Definicija 4.1.15. Neka su V , W i Z filtracije u kategoriji Vect. Za morfizam filtracija
V ˆW Ñ Z u Set kažemo da je bilinearan ako su sve njegove komponente bilinearna presli-
kavanja.
Dovoljno je da sve komponente nekog predmorfizma budu bilinearne da bi komponente
svakog predmorfizma bile bilinearne.
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4.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect
4.2.1 Proširenje tenzorskog produkta s V na kategoriju IndsV
Definicija 4.2.1. Neka je pV ,b, kq simetricˇna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomorfizma monomorfizam. Za dvije filtracije V : I Ñ V , W : J Ñ V
definiramo tenzorski produkt filtracija V bW : I ˆ J Ñ V kao kompoziciju
I ˆ J V ˆ V V .pV ,W q b
Tenzorski produkt morfizama filtracija V Ñ V 1 i W ÑW 1, cˇiji su predstavnici redom pred-
morfizmi f “ pλ, tfiuiPIq i g “ pµ, tgjujPJq, je morfizam filtracija V bW Ñ V 1 bW 1 zadan
predmorfizmom f b g :“ pλˆ µ, tfi b gjupi,jqPIˆJq.




tφki b ψlj : Vi bWj Ñ Vk bWlupiÑk,jÑlqPMorpIˆJq.
Na isti nacˇin može se definirati tenzorski produkt na cijeloj kategoriji IndV usmjerenih
sustava u V . Mi c´emo pokazati da je prethodna definicija dobra i da je pInds V ,b, kq simetricˇna
monoidalna kategorija, a dijelovi dokaza koji slijede impliciraju isto za kategoriju pIndV ,b, kq.
Propozicija 4.2.2. Definicija tenzorskog produkta filtracija i morfizama filtracija je dobra, tj.
vrijedi sljedec´e.
(i) Tenzorski produkt filtracija je filtracija.
(ii) Tenzorski produkt morfizama filtracija je dobro definiran morfizam filtracija.
Dokaz. (i) Ocˇito je time zadan usmjereni sustav, a svaki vezni morfizam je monomorfizam jer
je tenzorski produkt dva monomorfizma u V monomorfizam.
(ii) Tvrdnja slijedi direktno iz funktorijalnosti tenzorskog produkta. Detaljnije, neka su
dane filtracije V “ ptViuiPI , tφkiuq i W “ ptWjujPJ , tψljuq te filtracije V 1 “ ptV 1i uiPI 1 , tφ1kiuq
i W 1 “ ptW 1jujPJ 1 , tψ1ljuq. Neka su dana dva predmorfizma f “ pλ, tfiuiPIq : V Ñ V 1 i
g “ pµ, tgjujPJq : W Ñ W 1. Dokazujemo da je tada f b g “ pλ ˆ µ, tfi b gjupi,jqPIˆJq
predmorfizam filtracija V bW Ñ V 1 bW 1.
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Buduc´i da su f i g predmorfizmi filtracija, za svaki par i ď k u I postoji gornja med¯a p od
λpiq i λpkq u I 1 i za svaki par j ď l u J postoji gornja med¯a r od µpjq i µplq u J 1 takve da su
sljedec´a dva peterokuta komutativna:
Vk


























Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog peterokuta:




V 1p bW 1r
Vi bWj fibgj //
φkibψlj
OO




Za svaki par pi, jq i pk, lq u I ˆ J postoji dakle gornja med¯a pp, rq od pλpiq, µpjqq i pλpkq, µplqq
u I 1 ˆ J 1 takva da je prethodni dijagram komutativan, tj. dokazano je da je f b g predmorfizam
filtracija.
Neka su sada dana još dva predmorfizma f 1 “ pλ1, tf 1iuiPIq i g1 “ pµ1, tg1jujPJq ekvivalentna
redom predmorfizmima f i g. Dokazujemo da je tada predmorfizam f 1 b g1 “ pλ1 ˆ µ1, tf 1i b
g1jupi,jqPIˆJq ekvivalentan predmorfizmu f b g.
Buduc´i da je f „ f 1 i g „ g1, za svaki i P I postoji gornja med¯a p od λpiq i λ1piq u I 1 i
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Zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta iz toga slijedi komutativnost ovog cˇetverokuta:







V 1p bW 1r




Za svaki par pi, jq IˆJ postoji dakle gornja med¯a pp, rq od pλpiq, µpjqq i pλ1piq, µ1pjqq takva
da je prethodni dijagram komutativan, tj. f 1 b g1 je predmorfizam ekvivalentan predmorfizmu
f b g.
Propozicija 4.2.3. Tenzorski produkt filtracija u V je bifunktor
b : IndsV ˆ IndsV Ñ IndsV .
Dokaz. Dokaz je jednostavna provjera da tenzorski produkt morfizama filtracija poštuje kom-
poziciju i paru identiteta pridružuje identitetu. Detaljnije, neka su f “ pλ, tfiuiPIq : V Ñ V 1,
g “ pµ, tgiuiPI 1q : V 1 Ñ V 11, d “ pν, tdjujPJq : W Ñ W 1 i h “ pκ, thjujPJ 1q : W 1 Ñ W 11
predmorfizmi filtracija. Dokazujemo da vrijedi
pg ˝ fq b ph ˝ dq “ pg b hq ˝ pf b dq.
Kompozicije predmorfizama su g ˝ f “ pµ ˝ λ, tgλpiq ˝ fiuq i h ˝ d “ pκ ˝ ν, thνpjq ˝ djuq pa je
pg ˝ fq b ph ˝ dq “ ppµ ˝ λ, κ ˝ νq, tpgλpiq ˝ fiq b phνpjq ˝ djquq što je jednako predmorfizmu
ppµ, κq ˝ pλ, νq, tpgλpiq b hνpjqq ˝ pfi b djquq “ pg b hq ˝ pf b dq.
Na kraju, tenzorski produkt dvije identitete je ocˇito identiteta,
pidˆ id, tidb id : Vi bWj Ñ Vi bWjupi,jqPIˆJq.
Propozicija 4.2.4. Neka je pV ,b, kq simetricˇna monoidalna kategorija u kojoj je tenzorski pro-
dukt svaka dva monomorfizma monomorfizam. Tada je kategorija filtracija u V , IndsV , uz
tenzorski produkt filtracija b simetricˇna monoidalna kategorija:
pIndsV ,b, kq.
Njena puna potkategorija Indsℵ0V je takod¯er simetricˇna monoidalna kategorija. Kanonska ula-
ganja
V ãÑ Indsℵ0V ãÑ IndsV
su jaki monoidalni funktori.
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Dokaz. Neka su tαVWZu, tλV u, tρV u i tσVW u asocijator, lijevi unitor, desni unitor i sime-
trizator za simetricˇnu monoidalnu kategoriju pV ,b, kq. Asocijator α je prirodni izomorfizam
funktora pa definira izomorfizam filtracija αVWZ po nivoima predmorfizmom pid, tαViWjZkuq:
pVl bWmq b Zn
αVlWmZn // Vl b pWm b Znq




// Vi b pWj b Zkq
φlibpψmjbτnlq
OO
i familija tαVWZu je prirodna transformacija funktora:









// V 1i b pW 1j b Z 1kq
fibpgjbhkq

pVλpiq bWµpjqq b Zνpkq
αVλpiqWµpjqZνpkq
// Vλpiq b pWµpjq b Zνpkqq
Na isti nacˇin lijevi unitor, desni unitor i simetrizator definiraju prirodne izomorfizme tλV u,
tρV u i tσVW u. Provjera da komutiraju pentagon asocijatora, trokut unitora i asocijatora, šeste-
rokut simetrizatora i asocijatora i trokut simetrizatora i unitora svodi se na provjeru komutativ-
nosti na svakom nivou, a na svakom nivou dijagram je komutativan jer je jednak odgovarajuc´em
dijagramu u V .
4.2.5. Tenzorski produkt V bW dviju filtracija u kategoriji Vect dolazi zajedno s još jednim
podatkom: kanonskim bilinearnim morfizmom filtracija V ˆW Ñ V bW .
Lema 4.2.6. Tenzorski produkt dva monomorfizma u Vect (odnosno VectFin) je monomorfizam.
Dokaz. Neka su f : V Ñ V 1 i g : W Ñ W 1 monomorfizmi u Vect. Pokazat c´emo da su f b id
i id b g monomorfizmi, iz cˇega c´e slijediti da je i f b g “ pf b idq ˝ pid b gq monomorfizam.
Dovoljno je dokazati da je f b id monomorfizam, dokaz za idb g je analogan.
Neka je teαuαPA baza vektorskog prostora V i te1βuβPB baza vektorskog prostora W . Dakle,














Pretpostavimo da je pf b idqpvq “ 0. Dokazujemo da tada vrijedi v “ 0. Vrijedi
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0 “ pf b idqpvq “
ÿ
β












γ zapis od fpvβq u bazi pe2γqγPΓ vektorskog prostora V 1. Buduc´i da je onda
te2γ b e1βupβ,γqPBˆΓ baza vektorskog prostora V 1 b W slijedi da je za svaki pβ, γq koeficijent
tβγ “ 0. Dakle, za svaki β je fpvβq “ řγ tβγe2γ “ 0. Buduc´i da je f monomorfizam, iz toga
slijedi da je svaki vβ nulvektor pa je i pocˇetni vektor v “ řβ vβ b e1β nulvektor.
Korolar 4.2.7. Kategorija filtracija u Vect, IndsVect, je uz tenzorski produkt filtracija sime-




pVect,b, kq ãÑ pIndsℵ0Vect,b, kq
pVectFin,b, kq ãÑ pIndsℵ0VectFin,b, kq
dani konstrukcijom konstantne filtracije su jaki monoidalni funktori.
4.2.2 Tenzorski produkt na kategoriji indVect
Lema 4.2.8. Neka su V i W usmjereni sustavi u kategoriji Vect i V – colimV , W –
colimW njihovi kolimesi u Vect. Tada je
colimpV bW q – colimV b colimW .
Posebno, ako su V – colimV , W – colimW filtrirani vektorski prostori, tj. V i W ℵ0-
filtracije, vrijedi colimpV bW q – V bW .
Dokaz. Neka su usmjereni sustavi dani sa V “ ptViuiPI , tφkiuq, W “ ptWjujPJ , tψljuq. Ten-
zorski produkti komponenti univerzalnih kokonusa
tιVi b ιWj : Vi bWj Ñ V bW upi,jqPIˆJ
definiraju kokonus s vrhom V bW nad usmjerenim sustavom
V bW :“ ptVi bWjupi,jqPIˆJ , tφki b ψljuq,
pa odred¯uju jedinstveno preslikavanje φ : colimpV bW q Ñ V bW takvo da je
φ ˝ ιij “ ιVi b ιWj ,
gdje su sa ιij oznacˇene komponente kolimesa Vi bWj Ñ colimpV bW q.
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Dalje u dokazu koristimo propoziciju 2.4.3 u kojoj je opisan filtrirani kolimes u kategoriji
Vect. Svaki element kolimesa colimV bW je klasa ekvivalencije oblika rř vk b wks za neki
vektor
ř
vk b wk iz neke komponente Vi bWj . Buduc´i da je φ ˝ ιij “ ιVi b ιWj vrijedi da je
φpr
ÿ
vk b wksq “
ÿ
rvks b rwks,
gdje su rvks i rwks s desne strane klase ekvivalencija od vk iwk kao elementi colimV i colimW
redom. Dokazat c´emo da je φ injekcija i surjekcija.
Pretpostavimo da je
řrvks b rwks “ 0. Zapišimo svaki rwks kao linearnu kombinaciju











αktrvks b rzts “ 0
iz cˇega zbog linearne nezavisnosti vektora trztsut slijedi da je za svaki tÿ
k
αktrvks “ 0.











k b z1t “ 0.




t. Tada je rw1ks “ rwks i vrijediÿ
k
v1k b w1k “ 0.




vk b wks “ r
ÿ
k
v1k b w1ks “ 0.
Dakle, φ je injekcija.
Sada dokazujemo da je preslikavanje φ surjekcija. Svaki element tenzorskog produkta
colimV b colimW je oblika řrvks b rwks, gdje sve reprezentante vk možemo pronac´i u
istom Vi i sve reprezentante wk u istom Wj . Ocˇito je ovaj element tada slika po φ klice
rř vk b wks.
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Lema 4.2.9. Neka su f : V Ñ V 1 i g : W Ñ W 1 morfizmi filtriranih vektorskih prostora induci-
rani predmorfizmima njihovih filtracija pλ, tfiuiPIq : V Ñ V 1 i pµ, tgjujPJq : W ÑW 1. Tada
je morfizam filtriranih vektorskih prostora V bW Ñ V 1bW 1 induciran tenzorskim produktom
predmorfizama filtracija pλˆ µ, tfi b gjuq jednak f b g.
Dokaz. Za svaki pi, jq P I ˆ J postoji pλpiq, µpjqq P I 1 ˆ J 1 takav da postoji preslikavanje
fi b gj za koje je sljedec´i dijagram komutativan.
V bW fbg // V 1 bW 1
Vi bWj fibgj //
ιVi bιWj
OO







Zaista, za svaki i P I postoji λpiq P I 1 i za svaki j P J postoji µpjq P J 1 takvi da postoje
preslikavanja fi i gj za koja su sljedec´a dva dijagrama komutativna:
V
f




















i po funktorijalnosti tenzorskog produkta slijedi komutativnost gornjeg dijagrama. Iz jedinstve-
nosti morfizma induciranog na filtiranim vektorskim prostorima s tim svojstvom, slijedi da je
taj morfizam jednak f b g.
Definicija 4.2.10. Tenzorski produkt filtriranih vektorskih prostora V – colimV i W –
colimW je filtrirani vektorski prostor
V bW – colimV bW
s filtracijom V bW , zajedno s kanonskim morfizmom filtracija V ˆW Ñ V bW . Tenzorski
produkt morfizama f i g filtriranih vektorskih prostora je f b g, jedinstveno linearno preslika-
vanje med¯u kolimesima filtracija koje je inducirano tenzorskim produktom morfizama filtracija
induciranih s f i g.
Definicija je dobra zbog prethodne dvije leme.
Propozicija 4.2.11. Kategorija filtriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt filtriranih
vektorskih prostora simetricˇna monoidalna kategorija
pindVect,b, kq.
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su jaki monoidalni funktori. Kanonski zaboravni funktori
pindVect,b, kq Ñ pVect,b, kq
pindVectFin,b, kqÑpVect,b, kq
su jaki monoidalni funktori.
Dokaz. Kategorija filtriranih vektorskih prostora ekvivalentna je kategoriji ℵ0-filtracija u kate-
goriji Vect. Funktor koji je ekvivalencija med¯u njima preslikava tenzorski produkt filtriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt odgovarajuc´ih filtracija i tenzorski produkt morfizama
filtriranih vektorskih prostora u tenzorski produkt morfizama filtracija. Tenzorski produkt filtri-
ranih vektorskih prostora je obicˇni tenzorski produkt vektorskih prostora, a komponente sime-
trizatora, asocijatora, lijevog i desnog unitora u indVect su iste kao u Vect.
4.3 Konacˇne sume i filtrirane baze
Definicija 4.3.1. Neka je V – colimV filtrirani vektorski prostor, V “ ptViuiPI , tφjiuq. Neka
su ιVi : Vi Ñ V injekcije u vrh univerzalnog kokonusa. Kažemo da je podskup B Ď V filtrirana
baza od V ako postoji kofinalan podskupK usmjerenog skupa I takav da za svaki k P K vrijedi
da je pιVk q´1pBq baza vektorskog prostora Vk.
4.3.1.1. Ocˇito je filtrirana baza filtriranog vektorskog prostora V – colimV ujedno i baza
vektorskog prostora V .
Propozicija 4.3.2. Svaki filtrirani vektorski prostor posjeduje filtriranu bazu.
Dokaz. Neka je V – colimV filtrirani vektorski prostor, V “ ptViuiPI , tφjiuq. Neka je Si
skup baza vektorskog prostora Vi, za i P I . Na skupuď
iPI
Si “: S
definiramo parcijalni ured¯aj: za Bi P Si i Bj P Sj kažemo da je Bi ď Bj ako je i ď j i baza Bj
je proširenje linearno nezavisnog skupa φjipBiq. Za dvije usporedive baze po tom parcijalnom
ured¯aju kažemo da su kompatibilne.
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Usmjeren skup I je kofinalnosti 1 ili ℵ0. U prvom slucˇaju tvrdnja propozicije lako slijedi.
Promotrimo sada drugi slucˇaj. Po propoziciji 3.1.5 postoji kofinalan podskupK od I izomorfan
s N, dakle K “ tk1, k2, . . .u, gdje je kn ă kn`1 za svaki n P N. Promotrimo skup ured¯enih
parova
T :“ tpL, f : LÑ Sq | L Ď K, p@λ P Lqpfpλq P Sλq, p@λ, µ P Lqpfpλq i fpµq kompatibilnequ.
Svaki ured¯eni par pL, fq P T predstavlja izbor med¯usobno kompatibilnih baza nekih kompo-
nenti iz skupa komponenti tVk | k P Ku.
Na skupu T definiramo parcijalan ured¯aj: pL, fq ď pN, gq ako je L Ď N i za svaki λ P L
vrijedi fpλq “ gpλq. Skup T je ocˇito neprazan i vrijedi da svaki lanac u T ima gornju med¯u.
Naime, za lanac tpLj, fjq | j P Ju njegova gornja med¯a je pL, fq, gdje je L “ ŤjPJ Lj i
funkcija f : L Ñ S zadana je s fpλq “ fjpλq za λ P Lj . Lako se vidi da je f dobro definirana
i da je pL, fq P T . Po Zornovoj lemi iz toga slijedi da postoji maksimalan element skupa T ,
pM,h : M Ñ Sq. Skup M Ď K je beskonacˇan, jer u protivnom bi imao najvec´i element
kn P M i linearno nezavisan skup φkn`1knphpknqq mogli bismo proširiti do baze Bkn`1 te time
nac´i element vec´i od maksimalnog elementa pM,hq. Dakle, M je beskonacˇan podskup skupa
K izomorfnog s N, iz cˇega slijedi da je M kofinalan u K, a buduc´i da je K kofinalan u I , to je
i M kofinalan u I .
Oznacˇimo sBm bazu hpmq vektorskog prostora Vm zam PM . Neka jeB :“ ŤmPM ιVmpBmq.
Lako se vidi da je tada B filtrirana baza od V .
4.4 Osnovne konstrukcije u kategoriji indVect
4.4.1 Monomorfizmi i epimorfizmi
Ove dvije propozicije nisu nužne za daljnje izlaganje, ovdje su zbog potpunosti.
Propozicija 4.4.1. Morfizam u kategoriji indVect je monomorfizam u indVect ako i samo ako
je monomorfizam kao preslikavanje u Vect.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je i : V Ñ W morfizam u kategoriji indVect koji je monomo-
fizam kao preslikavanje u Vect. Neka je f, g : Z Ñ V paralelan par morfizama u kategoriji
indVect takav da vrijedi i ˝ f “ i ˝ g. Buduc´i da je svako to preslikavanje ujedno i morfi-
zam u kategoriji Vect, slijedi da mora biti f “ g. Obratno, pretpostavimo da je i : V Ñ W
monomorfizam u kategoriji indVect. Dokazat c´emo da je i injekcija kao preslikavanje u Vect.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva razlicˇita elementa v, w P W takva da je ipvq “ ipwq.
Definiramo paralelan par linearnih preslikavanja f, g : k Ñ W sa fp1q “ v i gp1q “ w. Ta
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preslikavanja su ocˇito morfizmi u indVect i vrijedi f ‰ g, što je u kontradikciji s i ˝ f “ i ˝ g i
cˇinjenicom da je i monomorfizam u indVect.
Propozicija 4.4.2. Morfizam u kategoriji indVect je epimorfizam u indVect ako i samo ako je
epimorfizam kao preslikavanje u Vect.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je p : V Ñ W morfizam u indVect koji je epimofizam kao
preslikavanje u Vect. Neka je f, g : W Ñ Z paralelan par morfizama u indVect takav da vrijedi
f ˝ p “ g ˝ p. Buduc´i da je svako to preslikavanje ujedno i morfizam u Vect, slijedi da mora biti
f “ g. Obratno, pretpostavimo da je p : V Ñ W epimorfizam u kategoriji indVect. Neka je
f, g : W Ñ Z paralelan par morfizama u Vect takav da vrijedi f ˝p “ g ˝p. Prostor Z možemo
shvatiti kao filtrirani vektorski prostor s trivijalnom filtracijom i, buduc´i da je on kodomena
preslikavanja f i g, preslikavanja f i g ocˇito definiraju morfizme u kategoriji indVect. Slijedi
da je f “ g.
4.4.2 Koujednacˇitelj u kategoriji IndsVect i tenzorski produkt
Propozicija 4.4.3. Za svaka dva morfizma f, g : V ÑW ℵ0-filtracija V : I Ñ V ,W : J Ñ V
postoji usmjeren skup K i filtracije V 2 : K Ñ V i W 2 : K Ñ V zajedno s izomorfizmima
filtracija V – V 2, W – W 2 tako da je oba morfizma filtracija V 2 – V Ñ W – W 2
moguc´e predstaviti predmorfizmima po nivoima.
Dokaz. Po propoziciji 3.1.5 moguc´e je pronac´i kofinalne podskupove usmjerenih skupova I
i J izomorfne s N. Tako dobivamo filtracije V 1 : N ãÑ I Ñ V i W 1 : N ãÑ J Ñ V koje
su po propoziciji 2.5.11 izomorfne filtracijama V i W , a cˇiji je indeksni usmjereni skup N.
Komponente i vezna preslikavanja dobivenih filtracija neka su
V 1 “ ptV 1nunPN, tφmnuq, W 1 “ ptW 1nunPN, tψmnuq.
Neka su morfizmi filtracija f 1, g1 : V 1 ÑW 1 dobiveni od morfizama f i g pretkomponiranjem
i postkomponiranjem s izomorfizmima filtracija V 1 – V , W – W 1. Predstavimo za pocˇetak
morfizme f 1 i g1 redom nekim predmorfizmima
pλ, tf 1n : V 1n Ñ W 1λpnqunPNq, pµ, tg1n : V 1n Ñ W 1µpnqunPNq.
Sada induktivno nalazimo paralelne komponente f2n , g2n morfizama f 1 i g1 na sljedec´i nacˇin.
U prvom koraku neka je ηp1q najmanja gornja med¯a za λp1q i µp1q i definiramo paralelan par
komponenti
f21 :“ ψηp1qλp1q ˝ f 11, g21 :“ ψηp1qµp1q ˝ g11.
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Pretpostavimo sada da imamo vec´ odabrane paralelne parove f2i , g2i : V 1i Ñ W 1ηpiq za sve i “
1, 2, . . . , n´ 1, takve da je ηpiq ą ηpjq cˇim je i ą j, za i, j “ 1, 2, . . . , n´ 1. Za n P N postoji
najmanja gornja med¯a ηpnq od µpnq, λpnq takva da je ηpnq ą ηpn ´ 1q pa definiramo sljedec´i
par paralelnih komponenti sa
f2n :“ ψηpnqλpnq ˝ f 1n, g2n :“ ψηpnqµpnq ˝ g1n.
Tako smo dobili par predmorfizama
pη, tf2n : V 1n Ñ W 1ηpnqunPNq, pη, tg2n : V 1n Ñ W 1ηpnqunPNq
koji predstavljaju f 1 i g1, a imaju paralelne komponente i funkcija η : N Ñ N je strogo rastuc´a
funkcija. Strogo rastuc´oj funkciji usmjerenih skupova odgovara funktor pripadnih usmjerenih
kategorija. Funkcija η dakle definira kofinalni podskup indeksnog usmjerenog skupa filtracije
W 1, pa možemo filtraciju W 1 zamijeniti izomorfnom filtracijom W 2 “ W 1 ˝ η – W 1. Pos-
tkomponiranjem konstruiranih predmorfizama pη, tf2nunPNq i pη, tg2nunPNq s tim izomorfizmom
W 1 –W 2, dobivamo tražene predmorfizme po nivoima
pid, tf3n : V 1n Ñ W 2nunPNq, pid, tg3n : V 1n Ñ W 2nunPNq
koji predstavljaju paralelne morfizme filtracija V 2 “ V 1 – V ÑW –W 1 –W 2.
Propozicija 4.4.4. Neka je V kategorija Vect ili VectFin. Tada kategorija IndsV ima koujedna-
cˇitelje. Ako je paralelni par morfizama filtracija predstavljen paralelnim parom predmorfizama
po nivoima, koujednacˇitelj tog paralelnog para morfizama filtracija je filtracija cˇije su kom-
ponente kvocijenti koujednacˇitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jezgrama
preslikavanja u kolimes koujednacˇitelja. Tvrdnja vrijedi i za punu potkategoriju Indsℵ0V .
Dokaz. Po propoziciji 4.4.3 dovoljno je dokazati da koujednacˇitelj postoji za dvije proizvoljne
filtracije s jednakom indeksnom kategorijom I i paralelnim parom morfizama predstavljenim
predmorfizmima po nivoima.
Neka su zadane dvije filtracije u kategoriji V ,
A “ ptAnunPI , tφmnuq, B “ ptBnunPI , tψmnuq
i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima
f “ pid, tfn : An Ñ BnunPIq, g “ pid, tgn : An Ñ BnunPIq.
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Kategorija V ima koujednacˇitelje pa za svaki n P I za paralelan par fn, gn postoji koujednacˇitelj







Neka je m ď n proizvoljan par usporedivih elemenata u I . Dokazujemo da kompozicija
hm ˝ ψnm koujednacˇuje par fm, gm. Morfizam hn koujednacˇuje par fn, gn pa vrijedi
hn ˝ fn ˝ φnm “ hn ˝ gn ˝ φnm,




















Za svaki vezni morfizam ψnm dakle vrijedi da hn ˝ ψnm koujednacˇuje par fm, gm pa po univer-
zalnom svojstvu koujednacˇitelja hm slijedi da za svaki ψmn postoji jedinstveno preslikavanje
τnm : Cm Ñ Cn takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.
Dokazujemo da je ptCnunPI , tτnmuq usmjereni sustav u V (ali nije nužno i filtracija). Na
sljedec´em dijagramu su komutativni lijevi trokut i oba kvadrata pa je komutativan i vanjski
peterokut. Zbog jedinstvenosti preslikavanja τkn sa svojstvom τnk ˝hk “ hn ˝ψnk iz toga slijedi



















Sada c´emo usmjereni sustav zamijeniti filtracijom. Neka je C – colimnCn u Vect. Ozna-
cˇimo s κCn : Cn Ñ C komponente tog univerzalnog kokonusa. Tada su KerκCn P V , kvocijenti
Cn{KerκCn P V i sva preslikavanja KerκCn ãÑ Cn i qn : Cn Ñ Cn{KerκCn su morfizmi u V .
Ocˇito tada za svaki n P I postoji jedinstveno preslikavanje ιCn : Cn{KerκCn Ñ C u Vect takvo
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Buduc´i da je τnmpKerκCmq Ď KerκCn postoji jedinstveno preslikavanje γnm takvo da kvadrat na



















Vrijedi γkn ˝ γnm “ γkm, jer je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na slje-
dec´em dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a γkm je jedinstveno preslikavanje sa




















Dakle, C :“ ptCn{KerκCn u, tγnmuq je filtracija u V .
Na sljedec´em dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi
da je κCm “ ιCn ˝ γnm ˝ qm što zbog jedinstvenosti preslikavanja ιCm sa svojstvom κCm “ ιCm ˝ qm
105
4.4. OSNOVNE KONSTRUKCIJE U KATEGORIJI INDVECT





















Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je pG, tιGn uq drugi kokonus u Vect nad fil-
tracijom ptCn{Ker ιCn u, tγnmuq. Tada je pG, tιGn ˝ qnuq kokonus nad filtracijom ptCnu, tτnmuq
pa postoji jedinstveno preslikavanje z : C Ñ G takvo da je z ˝ κCn “ ιGn ˝ qn. Buduc´i da je
κCn “ ιCn ˝ qn i qn je epimorfizam slijedi z ˝ ιCn “ ιGn . Dakle, postoji preslikavanje z : C Ñ G
takvo da je z ˝ ιCn “ ιGn . Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanje z1 : C Ñ G
za koje vrijedi z1 ˝ ιCn “ ιGn vrijedi i z1 ˝ κCn “ ιGn ˝ qn pa ono mora biti jednako jedinstvenom
takvom preslikavanju z.
Ocˇito je q :“ pid, tqnuq predmorfizam usmjerenih sustava, pa je q ˝ h “ pid, tqn ˝ hnuq
predmorfizam filtracija. Dokazat c´emo da je q ˝ h : B Ñ C koujednacˇitelj paralelnog para









Uzmimo bilo koju filtracijuD “ ptDnunPJ , tσmnuq u V i predmorfizam kofiltracija
e “ pµ : I Ñ J, ten : Bn Ñ DµpnqunPIq : B ÑD
takav da je e ˝ f “ e ˝ g. Buduc´i da za svaki n P I komponenta en koujednacˇuje par fn, gn













Neka je d : C Ñ D preslikavanje med¯u kolimesima inducirano predmorfizmom pµ, tdnuq.
Svaki element od KerκCn Ď Cn se preslikavanjem d ˝ κCn preslika u 0 P D, pa je, zbog ko-
mutativnosti vanjskog cˇetverokuta na sljedec´em dijagramu, dnpKerκCn q Ď Ker ιDµpnq, a to je t0u
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jer je D filtracija. Dakle, postoji i jedinstveno je preslikavanje rn : Cn{KerκCn Ñ Dµpnq takvo












Dokazujemo da je r :“ pµ, trnuq je predmorfizam filtracija. Za svaki usporedivi par m ď n,
na sljedec´em dijagramu su vanjski cˇetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

















Ocˇito je r ˝ q ˝ h “ e. Dokažimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan r.
Neka je p “ pν, tpnuq neki drugi predmorfizam takav da je p ˝ q ˝ h “ e. Tada postoji gornja
med¯a l P J od µpnq, νpnq takva da je σlµpnq ˝ en “ σlνpnq ˝ pn ˝ qn ˝ hn, tj. vanjski šesterokut na

















Gornji cˇetverokut na dijagramu je komutativan i qn˝hn je epimorfizam pa iz prethodnoga slijedi
da je komutativan i desni cˇetverokut. Dakle, predmorfizmi r i p su ekvivalentni. Time je dokaz
dovršen.
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Propozicija 4.4.5. Neka je kategorija V jednaka Vect ili VectFin. Tada u simetricˇnoj mono-
idalnoj kategoriji pIndsV ,b, kq koujednacˇitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Za njenu
potkategoriju pIndsℵ0V ,b, kq vrijedi isto.
Dokaz. Neka je filtracija C “ ptCn{KerκCn u, tγnmuq zajedno s predmorfizmom
q ˝ h “ pid, tqn ˝ hnuq : B Ñ C
koujednacˇitelj paralelnog para f , g : AÑ B morfizama filtracija koji su predstavljeni predmor-
fizmima po nivoima konstruiran kao u dokazu propozicije 4.4.4. Pritom su Cn vrhovi koujed-
nacˇitelja paralelnih komponenata fn, gn, preslikavanja τnm su preslikavanja inducirana med¯u
koujednacˇiteljima, κCn su preslikavanja iz Cn u kolimes C usmjerenog sustava ptCnu, tτnmuq u


























Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj filtraciji D “ ptDlu, tσlkuq. Želimo
pokazati da je dobivena filtracija
C bD “ ptpCn{KerκCn q bDlu, tγnm b σlkuq
zajedno s predmorfizmom pq ˝ hq b id “ pid, tpqnb idq ˝ phnb idquq koujednacˇitelj paralelnog






















Buduc´i da u kategoriji V koujednacˇitelji komutiraju s tenzorskim produktom, prva tri cˇlana u
svakom redu opet cˇine dijagram za koujednacˇitelj u V . Kolimes usmjerenog sustava s kompo-
nentama tCn b Dlu je C b D, gdje je D kolimes filtracije ptDlu, tσlkuq, po propoziciji 4.2.8.
Po konstrukciji u propoziciji 4.4.4 vrh koujednacˇitelja paralelnog para f b id, g b id bila bi
filtracija
ptpCn bDlq{KerκCbDn,l u, tγ1nm,lkuq
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Preslikavanje κCbDn,l u kolimes C b D jednako je κCn b ιDl , gdje je ιDl : Dl Ñ D komponenta
univerzalnog kokonusa nad filtracijomD. Zbog toga što su komponente univerzalnog kokonusa
u kolimes filtracije u Vect monomorfizmi, zakljucˇujemo da je
KerκCbDn,l “ KerκCn bDl.
Buduc´i da u Vect koujednacˇitelji komutiraju s tenzoriranjem, a kvocijent je poseban oblik ko-
ujednacˇitelja, to je pCn{KerκCn q bDl kanonski izomorfno s















– // pCm bDkq{KerκCbDm,k
γ1nm,lk
OO
Direktnom provjerom na elementima vidi se da ti izomorfizmi med¯u komponentama zajedno
cˇine izomorfizam filtracija koji komutira u trokutu s predmorfizmima filtracija tq1n,lu i tqnb idu.
Buduc´i da tada taj izomorfizam komutira u trokutu s predmorfizmima
tq1n,l ˝ phn b idqu, pq ˝ hq b id “ tpqn b idq ˝ phn b idqu
zakljucˇujemo da je i filtracija C bD “ ptpCn{KerκCn q b Dlu, tγnm b σlkuq zajedno s pred-
morfizmom pq ˝ hq b id koujednacˇitelj paralelnog para f b id, g b id : AbD Ñ B bD.
Korolar 4.4.6. Simetricˇna monoidalna kategorija pindVect,b, kq posjeduje koujednacˇitelje i
oni komutiraju s tenzorskim produktom.
Dokaz. Kategorije indVect i Indsℵ0Vect su ekvivalentne simetricˇne monoidalne kategorije, a
tvrdnja vrijedi u kategoriji Indsℵ0Vect.
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4.4.3 Potprostori, jezgre, slike i kvocijenti
Ove propozicije nisu potrebne u daljnjem izlaganju, ovdje su zbog potpunosti. Dokazivane su
na nacˇin koji bi se mogao poopc´iti na kategoriju indproVect, ali u kategoriji indproVect ove
konstrukcije nisu bile nužne za dalje rezultate.
Propozicija 4.4.7. Neka je V – colimV filtrirani vektorski prostor i neka je W Ď V njegov
vektorski potprostor. Tada je na W inducirana kanonska potprostorna filtracija W uz koju je
W – colimW filtrirani vektorski prostor i injekcija W ãÑ V je morfizam filtriranih vektorskih
prostora.
Dokaz. Neka je filtracija na V dana sa V “ ptViuiPI , tφjiuq. Injekcije u vrh kokonusa oznacˇene
su s tιVi : Vi Ñ V uiPI . Definirajmo komponente
Wi :“ pιVi q´1pW q Ď Vi
i oznacˇimo pripadne inkluzije sa ιi : Wi ãÑ Vi, te inkluziju W u V s ι : W ãÑ V .
Buduc´i da je za svaki i po konstrukciji ιVi pWiq Ď W dobro je definirano preslikavanje
ιWi : Wi Ñ W za koje je sljedec´i kvadrat komutativan i takvo preslikavanje je jedinstveno jer je







Za svaki usporedivi par i ď j u I vrijedi
Wi “ pιVi q´1pW q “ pιVj ˝ φjiq´1pW q “ φ´1ji ppιVj q´1pW qq “ φ´1ji pWjq
iz cˇega slijedi φjipWiq Ď Wj . Zbog toga su dobro definirana preslikavanja ψji : Wi Ñ Wj takva
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Takva preslikavanja su jedinstvena jer je ιj injekcija i ocˇito su injekcije, jer su preslikavanja ιi i
φji injekcije. Za kompoziciju ψkj ˝ ψji vrijedi
ιk ˝ ψkj ˝ ψji “ φkj ˝ ιj ˝ ψji “ φkj ˝ φji ˝ ιi “ φki ˝ ιi
pa zbog jedinstvenosti preslikavanja ψki s istim svojstvom slijedi ψkj ˝ ψji “ ψki. Dakle,
W “ ptWiuiPI , tψjiuq je filtracija u Vect. Na sljedec´em dijagramu su komutativni gornji, donji
i vanjski cˇetverokut, komutativan je desni trokut i ι je injekcija, pa je komutativan i lijevi trokut,














Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je U vrh univerzalnog kokonusa nad W , s
komponentama tιUi : Wi Ñ UuiPI . Iz univerzalnog svojstva kolimesa slijedi da tada postoji
preslikavanje φ : U Ñ W takvo da je φ ˝ ιUi “ ιWi . To preslikavanje je nužno injekcija. Zaista,
pretpostavimo da je φpuq “ φpu1q za dva elementa u, u1 P U . Postoji indeks i P I takav da su u
i u1 u slici komponenteWi po ιUi , tj. postoje w, w1 P Wi takvi da je ιUi pwq “ u i ιUi pw1q “ u1. No
tada je jednakost φpuq “ φpu1q jednaka φpιUi pwqq “ φpιUi pw1qq, tj. ιWi pwq “ ιWi pw1q. Buduc´i
da je ιWi injekcija, slijedi w “ w1 pa i u “ u1. Preslikavanje φ je i surjekcija. Zaista, za svaki
element w P W vrijedi da je ιpwq P V , pa buduc´i da je V – colimV , postoji i P I takav da je
ιpwq u slici komponente Vi po ιVi . Po definiciji je tada w u slici komponente Wi po ιWi , a buduc´i
da je φ ˝ ιUi “ ιWi slijedi da je w u slici od φ.
Dakle, W – colimW je filtrirani vektorski prostor. Na kraju iz ranije pokazanoga slijedi
da je ι morfizam filtriranih vektorskih prostora, jer mu odgovara morfizam filtracija pid, tιiuq.
Korolar 4.4.8. Jezgra Ker f “ tv P V | fpvq “ 0u i slika Imf “ tfpvq | v P V u mor-
fizma f : V Ñ W filtriranih vektorskih prostora su filtrirani vektorski prostori uz potprostorne
filtracije i inkluzije Ker f ãÑ V i Imf ãÑ W su morfizmi filtriranih vektorskih prostora. Kores-
trikcija f | : V Ñ Imf je morfizam filtriranih vektorskih prostora.
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Propozicija 4.4.9. Kvocijent filtriranog vektorskog prostora po njegovom vektorskom potpros-
toru je uz induciranu kanonsku kvocijentnu filtraciju filtrirani vektorski prostor i kvocijentno
preslikavanje je morfizam filtriranih vektorskih prostora.
Dokaz. Neka je V – colimV filtrirani vektorski prostor, V “ ptViuiPI , tφjiuq. Neka je W
njegov potprostor, s poprostornom filtracijom W “ ptWiuiPI , tψjiuq. Oznacˇimo s ι : W Ñ V
inkluziju i neka je pid, tιiuiPIq inducirani predmorfizamW Ñ V .
Po propoziciji 4.4.4 koujednacˇitelj para morfizama filtracija ι “ pid, tιiuq i 0 “ pid, t0uq je
filtracija cˇije su komponente kvocijenti koujednacˇitelja parova ιi, 0 po jezgrama preslikavanja u
kolimes tih koujednacˇitelja i vezna preslikavanja jedinstvena preslikavanja med¯u tim kvocijen-
tima. Slijedec´i dokaz te propozicije oznacˇimo inducirani usmjereni sustav cˇije su komponente
kvocijenti s
V {W :“ ptVi{WiuiPI , tτjiuq
i filtraciju koja je vrh koujednacˇitelja s
K :“ ptKiuiPI , tγjiuq.
Ovdje je Ki “ pVi{Wiq{KerκKi , a preslikavanja κKi : Ki Ñ K su preslikavanja u kolimes
K “ colimV {W u kategoriji Vect.
W V K
Wj Vj Vj{Wj Kj
















Neka je h kvocijentno preslikavanje V Ñ V {W , tj. koujednacˇitelj u Vect para ι, 0. Za
svaki j P I , zbog gornjeg lijevog komutativnog kvadrata na dijagramu, kompozicija ιVj ˝ h
koujednacˇuje par ιj, 0 pa postoje i jedinstvena su preslikavanja τj : Vj{Wj Ñ V {W takva da je
τj ˝ hj “ h ˝ ιVj . Zbog jedinstvenosti ona cˇine kokonus nad usmjerenim sustavom V {W pa po
univerzalnom svojstvu kolimesa postoji jedinstveno preslikavanje φ : K Ñ V {W takvo da je
φ ˝ κKj “ τj za svaki j P I . Oznacˇimo s e : V Ñ K inducirani morfizam izmed¯u kolimesa: e je
morfizam filtriranih vektorskih prostora i za svaki j P I vrijedi
e ˝ ιVj “ ιKj ˝ qj ˝ hj “ κKj ˝ hj.
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W V V {W K












Zbog ekvivalentnosti kategorija Indsℵ0Vect i indVect, filtrirani vektorski prostor K – colimK
je zajedno s morfizmom e koujednacˇitelj paralelnog para ι, 0 u kategoriji indVect. Buduc´i da
onda e koujednacˇuje par ι, 0 u Vect, a h : V Ñ V {W je koujednacˇitelj tog para u kategoriji
Vect, postoji jedinstveno preslikavanje ψ : V {W Ñ K takvo da je ψ ˝ h “ e. Za svaki j P I
vrijedi
ψ ˝ φ ˝ κKj ˝ hj “ ψ ˝ τj ˝ hj “ ψ ˝ h ˝ ιVj “ e ˝ ιVj “ κKj ˝ hj,
što povlacˇi
ψ ˝ φ ˝ κKj “ κKj za svaki j P I,
jer je svaki hj epimorfizam. Buduc´i da je inducirano preslikavanje iz vrha kokonusa u vrh
kolimesa jedinstveno, slijedi ψ ˝ φ “ id. Za svaki j P I takod¯er vrijedi
φ ˝ ψ ˝ h ˝ ιVj “ φ ˝ e ˝ ιVj “ φ ˝ κKj ˝ hj “ τj ˝ hj “ h ˝ ιVj ,
tj. vrijedi
φ ˝ ψ ˝ h ˝ ιVj “ τj ˝ hj “ h ˝ ιVj za svaki j P I.
Buduc´i da je inducirano preslikavanje iz vrha V kolimesa u vrh V {W kokonusa nad V jedins-
tveno, slijedi φ ˝ ψ ˝ h “ h, a buduc´i da je h epimorfizam, slijedi φ ˝ ψ “ id. Dakle, vrijedi
V {W – K “ colimK.
Napomena 4.4.10. Moguc´e je da je usmjereni sustav V {W u dokazu vec´ filtracija i da nije
potrebno koristiti kvocijentiranje po jezgrama, ali ovako je izložen zbog lakšeg poopc´avanja na






Cilj ovog poglavlja je izgraditi simetricˇnu monoidalnu kategoriju pindproVect, b˜, kq koja c´e
kao pune potkategorije sadržavati kategorije pindVect,b, kq i pproVect, bˆ, kq. Tako c´emo moc´i
na sustavan nacˇin kombinirati obicˇan tenzorski produkt s upotpunjenim tenzorskim produktom
i definirati naprimjer djelovanja topoloških algebri na obicˇne algebre. Dokazat c´emo da ka-
tegorija indproVect dopušta koujednacˇitelje i da oni komutiraju s tenzorskim produktom, za
što c´e nam biti potrebne mnoge prethodno dokazane propozicije o osnovnim konstrukcijama u
kategoriji proVect.
5.1 Definicije
Prisjetimo se da je zaboravni funktor proVect Ñ Vect vjeran, to jest
HomproVectpV,W q ãÑ HomVectpV,W q
je injekcija za svaka dva kofiltrirana vektorska prostora V – limV i W – limW . Linearna
preslikavanja u slici tog funktora zovemo neprekidnim linearnim preslikavanjima, ili kažemo
za njih da poštuju kofiltraciju na domeni i kodomeni.
Definicija 5.1.1. Filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor je vektorski prostor V zajedno s ℵ0-
filtracijom V u kategoriji proVect takvom da je V – colimV u kategoriji Vect, gdje smo pri
uzimanju kolimesa filtraciju u proVect shvatili kao filtraciju u Vect.
5.1.2. Po propoziciji 3.4.15 monomorfizmi u kategoriji proVect su monomorfizmi u Vect, pa
filtraciju u proVect možemo gledati kao filtraciju u Vect. Po propoziciji 4.1.4 slijedi da su sve
injekcije u kolimes ovakve filtracije monomorfizmi u Vect i time i u proVect.
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5.1.3. Po propoziciji 3.4.22 kolimes filtracije V u proVect jednak je kao vektorski prostor ko-
limesu u Vect, pa bismo ovdje mogli definirati V kao kolimes u proVect. Time bismo osim
zadane filtracije kofiltracija na V dobili i kofiltraciju na V , no ta nam informacija nec´e biti po-
trebna, jer c´e morfizmi med¯u filtrirano-kofiltriranim vektorskim prostorima automatski poštivati
tu kofiltraciju. To c´e biti vidljivo nakon dokaza propozicije 5.1.5.
Filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor V – colimV zadan je dakle filtrirajuc´im kompo-
nentama Vi :“ V piq u kategoriji proVect, veznim preslikavanjima φji : Vi Ñ Vj :“ V pi Ñ jq
filtracije koja su monomorfizmi u proVect, vrhom univerzalnog kokonusa V u kategoriji Vect i
komponentama tog kokonusa piVi : V Ñ Vi koje su morfizmi u Vect.
Svaka od komponenti Vi je kofiltrirani vektorski prostor, to jest ima kofiltrirajuc´e kompo-
nente V ki , k P Ki i vezna preslikavanja ψlki : V ki Ñ V li koja su epimorfizmi u kategoriji Vect.
Dakle, ukratko,
V “ colim
iPI Vi “ colimiPI limkPKi V
k
i
gdje su i kolimes i limes uzeti u Vect, a vezna preslikavanja u filtraciji med¯u komponentama Vi
su neprekidna preslikavanja i injekcije.
Definicija 5.1.4. Morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V – colimV i W –
colimW , gdje su filtracije dane s V “ ptViuiPI , tφkiuq, bmW “ ptWjujPJ , tψljuq, je svako
linearno preslikavanje f : V Ñ W takvo da









Sjetimo se da je linearno preslikavanje fji neprekidno onda kad
p@k P KjqpDl P LiqpDfklji : V li Ñ W kj qpfklji ˝ piVil “ piWjk ˝ fjiq
gdje smo s Kj i Li oznacˇili indeksne kategorije kofiltracija na Wj odnosno Vi.
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Time smo definirali kategoriju filtriranih-kofiltriranih vektorskih prostora i oznacˇit c´emo je
s indproVect. Dalje dokazujemo da je indproVect ekvivalentna kategoriji Indsℵ0proVect.
Propozicija 5.1.5. Svaki morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora inducira jedins-
tveni morfizam odgovarajuc´ih ℵ0-filtracija kofiltriranih vektorskih prostora i obratno na sljedec´i
nacˇin:
(i) Neka je f : V Ñ W morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V – colimV
i W – colimW , na kojima su filtracije u kategoriji proVect dane sa V “ ptViuiPI , tφkiuq,
W “ ptWjujPJ , tψljuq. Definiramo skup
H 1pfq :“ tfji P HomproVectpVi,Wjq | i P I, j P J, f ˝ ιVi “ ιWj ˝ fjiu.
Tada svaki izbor podfamilije oblika tfλpiqi : Vi Ñ WλpiquiPI Ď H 1pfq definira predmorfizam fil-
tracija V ÑW u proVect i svaka dva takva izbora definiraju ekvivalentne predmorfizme. Pri-
druživanje koje morfizmu f u indproVect na ovaj nacˇin pridruži morfizam filtracija u proVect
poštuje kompoziciju.
(ii) Svaki predmorfizam ℵ0-filtracija pλ, tfλpiqi : Vi Ñ WλpiquiPIq : V Ñ W kofiltriranih
vektorskih prostora odred¯uje jedinstveno preslikavanje f : V Ñ W med¯u kolimesima V –
colimV , W – colimW tih filtracija u kategoriji Vect takvo da je za svaki i P I
f ˝ ιVi “ ιWλpiq ˝ fλpiqi.
Ekvivalentni predmorfizmi odred¯uju isto preslikavanje f . Pridruživanje koje morfizmu filtracija
u proVect na ovaj nacˇin pridruži morfizam u indproVect poštuje kompoziciju.
Ta dva pridruživanja su med¯usobno inverzna.
Dokaz. Dokaz je istovjetan dokazu propozicije 4.1.7 za kategoriju indVect. Jedina razlika je
što su ovdje sve komponente predmorfizama filtracije neprekidna linearna preslikavanja.
5.1.6. Propozicija bi vrijedila i kad bismo definirali filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor kao
kolimes u kategoriji proVect, pa bismo filtrirano-kofiltrirane vektorske prostore mogli gledati
kao objekte u kategoriji proVect na kojima je zadana filtracija u proVect i morfizme filtrirano-
kofiltriranih vektorskih prostora kao morfizme u proVect koji poštuju tu filtraciju. Tako ne
gledamo jer je na temelju iskaza prethodne propozicije vidljivo da je skup morfizama med¯u dva
objekta u oba slucˇaja jednak, pa su kategorije jednake i informacija o kofiltraciji na V nam je
nepotrebna.
Za med¯usobno pridružene morfizam filtracija V Ñ W kofitriranih vektorskih prostora i
morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V Ñ W iz prethodne propozicije kažemo
da su inducirani jedan drugim. Elemente skupa H 1pfq zovemo komponente tog morfizma fil-
tracija odnosno tog morfizma filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora.
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Korolar 5.1.7. Pridruživanje koje svakoj ℵ0-filtracijiV u proVect pridruži njen kolimes colimV
u kategoriji Vect, a svakom morfizmu V ÑW ℵ0-filtracija u proVect njime induciran morfi-
zam filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora colimV Ñ colimW je funktor koji je ekviva-
lencija kategorije ℵ0-filtracija kofiltriranih vektorskih prostora i kategorije filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora:
Indsℵ0proVect – indproVect.
Potkategorija cˇiji su objekti ℵ0-filtracije u kategoriji proVectFin ekvivalentna je potkatego-
riji filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora s komponentama koje su kofiltrirane konacˇno-
dimenzionalnim vektorskim prostorima:
Indsℵ0proVectFin – indproVectFin.
5.1.8. Zamijetimo da postoji kanonsko ulaganje kategorija
indVect ãÑ indproVect
(filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor s trivijalno kofiltriranim komponentama), kanonsko ula-
ganje kategorija
proVect ãÑ indproVect
(filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor koji je trivijalno filtriran) i zaboravni funktori
indproVect Ñ indVect Ñ Vect
(prvi zaboravlja kofiltracije na komponentama, a sljedec´i zaboravlja filtraciju) koji su vjerni,
tj. injekcije na skupovima morfizama. Kategorije indVect i proVect su dakle pune potka-
tegorije od indproVect. Slicˇno je s ulaganjima kategorija indVectFin ãÑ indproVectFin,
proVectFin ãÑ indproVectFin i zaboravnim funktorom indproVectFin Ñ indVect Ñ Vect.
5.2 Tenzorski produkt na kategoriji indproVect
Tenzorski produkt filtracija u proVect i morfizama filtracija u proVect dan je u definiciji 4.2.1
gdje je opisan tenzorski produkt filtracija u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji u kojoj je ten-
zorski produkt svaka dva monomorfizma monomorfizam, nakon cˇega je pokazano da je on
dobro definiran i da je bifunktor. U proVect je tenzorski produkt svaka dva monomorfizma
monomorfizam po propoziciji 3.4.23. Slijede podsjetnik i oznake. Tenzorski produkt filtracija
V “ ptViuiPI , tφkiuq iW “ ptWjujPJ , tψljuq u kategoriji pproVect, bˆ, kq je filtracija
V bˆW :“ ptVi bˆWjupi,jqPIˆJ , tφki bˆψljuq.
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Tenzorski produkt morfizama filtracija f : V Ñ V i g : W ÑW 1 zadanih redom predmorfiz-
mima pλ, tfiuiPIq i pµ, tgjujPJq je morfizam filtracija V bˆV 1 Ñ W bˆW 1 zadan predmorfiz-
mom
pλˆ µ, tfi bˆ gjupi,jqPIˆJq.
Propozicija 5.2.1. Kategorija filtracija u proVect, IndsproVect, je uz tenzorski produkt filtra-
cija bˆ simetricˇna monoidalna kategorija:
pIndsproVect, bˆ, kq.
Njena puna potkategorija Indsℵ0proVect je takod¯er simetricˇna monoidalna kategorija. Kanon-
ska ulaganja
pproVect, bˆ, kq ãÑ pIndsℵ0proVect, bˆ, kq ãÑ pIndsproVect, bˆ, kq
su jaki monoidalni funktori.
Dokaz. U propoziciji 3.4.23 je dokazano da je tenzorski produkt monomorfizama u proVect
monomorfizam, pa po propoziciji 4.2.4 slijedi da se tenzorski produkt bˆ na proVect proširuje
do tenzorskog produkta na Indsℵ0proVect i ulaganje pproVect, bˆ, kq ãÑ pIndsℵ0proVect, bˆ, kq je
jaki monoidalni funktor.
Definicija 5.2.2. Tenzorski produkt filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V – colimV i
W – colimW je filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor
V b˜W :“ colimV bˆW
s filtracijom V bˆW u proVect. Tenzorski produkt morfizama f i g filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora je f b˜ g, preslikavanje med¯u filtrirano-kofiltriranim vektorskim prostorima
inducirano tenzorskih produktom odgovarajuc´ih predmorfizama.
Propozicija 5.2.3. Kategorija filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora je uz tenzorski produkt
filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora simetricˇna monoidalna kategorija
pindproVect, b˜, kq.
Njena puna potkategorija indproVectFin je njena simetricˇna monoidalna potkategorija. Ka-
nonski funktori ulaganja
pproVect, bˆ, kq
pVect,b, kq pindproVect, b˜, kq
pindVect,b, kq
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su jaki monoidalni funktori.
Dokaz. Kategorija indproVect ekvivalentna je kategoriji Indsℵ0proVect. Funktor koji je ekvi-
valencija med¯u njima preslikava tenzorski produkt filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora u
tenzorski produkt odgovarajuc´ih filtracija i tenzorski produkt morfizama filtrirano-kofiltriranih
vektorskih prostora u tenzorski produkt morfizama filtracija. Komponente simetrizatora, asoci-
jatora, lijevog i desnog unitori u indproVect inducirane su predmorfizmima cˇije su komponente
odgovarajuc´i simetrizatori, asocijatori, lijevi unitori i desni unitori u proVect. Lako se vidi da
su navedena ulaganja kategorija jaki monoidalni funktori.
5.2.1 Proširenja preslikavanja
Sljedec´e propozicije govore o proširenju linearnih preslikavanja med¯u obicˇnim tenzorskim pro-
duktima koja poštuju filtracije i kofiltracije do preslikavanja med¯u tenzorskim produktima filtrirano-
kofiltriranih prostora.
Propozicija 5.2.4. Neka su V – colimV i W – colimW objekti u indproVect. Kanonski
morfizam filtracija V bW Ñ V bˆW u Vect inducira linearno preslikavanje V b W Ñ
V b˜W koje je injekcija, kanonski morfizam filtriranih vektorskih prostora:
V bW ãÑ V b˜W.
Slika jednostavnog tenzora v b w P V bW je jednostavni tenzor v b w P V b˜W .
Dokaz. Neka su filtracije zadane s V “ ptViuiPI , tφkiuq i W “ ptWjujPJ , tψljuq. Kanonski
morfizam filtracija V bW Ñ V bˆW u Vect je odred¯en predmorfizmom cˇije su komponente
kanonska preslikavanja tenzorskog produkta u upotpunjeni tenzorski produkt:
Vk bWl Vk bˆWl




Prethodni dijagram je komutativan po 3.1.20 jer su φki bˆψlj upotpunjenja preslikavanja φki b
ψlj , dakle to je zaista predmorfizam filtracija. Sada taj predmorfizam filtracija inducira odgova-
rajuc´i morfizam filtriranih vektorskih prostora koji je injekcija jer je induciran med¯u filtriranim
kolimesima u Vect i sve komponente predmorfizma su injekcije:
V bW V b˜W
Vi bWj Vi bˆWjιi,j
ιVi bιWj ιV b˜Wi,j
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Zadnja tvrdnja je posljedica cˇinjenice da je slika jednostavnog tenzora v b w P V 1 b W 1 po
kanonskoj inkluziji V 1bW 1 ãÑ V 1 bˆW 1 jednostavni tenzor vbw P V 1 bˆW 1 koja je dokazana
u 3.2.10.
U napomeni 3.1.20 dana je definicija kofiltracije na vektorskom prostoru, upotpunjenja vek-
torskog prostora po kofiltraciji i upotpunjenja preslikavanja med¯u takvim vektorskim prostorima
koja poštuju kofiltracije na domeni i kodomeni, što c´e biti potrebno za sljedec´u propoziciju.
Propozicija 5.2.5. Neka su V , W , U , T objekti u indproVect. Ako linearno preslikavanje
f : V bW Ñ U b T poštuje filtracije i kofiltracije na sljedec´i nacˇin: za svaku komponentu
Vi bWj filtracije na domeni postoji komponenta Uk b Tl filtracije na kodomeni i preslikavanje
fi,j med¯u njima za koje sljedec´i dijagram komutira
V bW U b T
Vi bWj Uk b Tl
f
fi,j
ιVi bιWj ιUk bιTl
i takvo da poštuje kofiltracije na domeni Vi bWj i kodomeni Uk b Tl, tada se f proširuje do
preslikavanja f˜ u indproVect
V b˜W U b˜T
V bW U b T
f˜
f
Preslikavanje f˜ je inducirano predmorfizmom cˇije su komponente upotpunjenja gore navedenih
komponenti fi,j preslikavanja f koje poštuju kofiltracije:
V b˜W U b˜T






Analogna tvrdnja vrijedi za domenu i kodomenu koje su obicˇni tenzorski produkti konacˇno
mnogo faktora.
Dokaz. Oznacˇimo filtracije u proVect na V , W , U , T redom sa V , W , U , T . Promatrajuc´i te
filtracije kao filtracije u Vect, vektorske prostore V bW i U b T možemo gledati kao filtrirane
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vektorske prostore. Preslikavanje f je tada ocˇito morfizam filtriranih vektorskih prostora i takvo
da postoji predmorfizam pλ ˆ µ, tfi,j : Vi bWj Ñ Uλpi,jq b Tµpi,jquq : V bW Ñ U b T koji
ga predstavlja, a cˇije sve komponente poštuju kofiltracije na domeni i kodomeni.
Vi1 bˆWj1 Uk1 bˆTl1
Vi1 bWj1 Uk1 b Tl1
Vi bWj Uk b Tl





Sve te komponente moguc´e je po 3.1.20 upotpuniti i vezna preslikavanja filtracija V bˆW i
U bˆT u proVect su upotpunjenja odgovarajuc´ih veznih preslikavanja filtracija V bW iUbT
u Vect. Buduc´i da upotpunjavanje poštuje kompoziciju,
pλˆ µ, tfˆi,j : Vi bˆWj Ñ Uλpi,jq bˆTµpi,jquq
je predmorfizam filtracija V bˆW Ñ U bˆT u proVect. Taj predmorfizam inducira preslikava-
nje f˜ filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora V b˜W Ñ U b˜T . Na sljedec´em dijagramu za
svaki par pi, jq P I ˆ J komutativni su lijevi i desni (po prethodnoj propoziciji 5.2.4), te donji,
unutrašnji i vanjski cˇetverokut.
V b˜W U b˜T
V bW U b T
Vi bWj Uk b Tl









Preslikavanja u donjem cˇetverokutu na prethodnom dijagramu su komponente morfizama filtra-
cija na sljedec´em dijagramu. Dakle ti morfizmi filtracija na sljedec´em dijagramu takod¯er cˇine
komutativni cˇetverokut, pa inducirani morfizmi med¯u kolimesima tih filtracija cˇine komutativan
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cˇetverokut, gornji cˇetverokut na prethodnom dijagramu.
V bW U b T
V bˆW U bˆT
f
fˆ
5.3 Dualnost u kategoriji indproVect
Pridruživanje koje svakom objektu V iz Vect pridružuje njegov dual, tj. vektorski prostor nje-
govih linearnih funkcionala V ˚ “ HomVectpV, kq, a svakom morfizmu A : V Ñ W vektorskih
prostora dualni morfizam A˚ : W ˚ Ñ V ˚, Apfq “ f ˝ A, je kontravarijantan funktor
p q˚ : Vect Ñ Vect.
Za svaki V iz VectFin vrijedi V ˚˚ – V i taj izomorfizam je prirodni izomorfizam. Slijedi da je
korestrikcija restrikcije tog funktora na kategoriju konacˇno-dimenzionalnih vektorskih prostora
p q˚ : VectFin Ñ VectFin
antiekvivalencija kategorija.
Lako se provjeri da funktori p q˚ : Vect Ñ Vect, p q˚ : VectFin Ñ VectFin prevode svaki
monomorfizam u epimorfizam i svaki epimorfizam u monomorfizam.
Propozicija 5.3.1. Neka je D : V Ñ V kontravarijantan funktor koji prevodi monomorfizme u
epimorfizme i epimorfizme u monomorfizme. Tada su formulomD˝´ definirani kontravarijantni
funktori IndsV Ñ ProsV i ProsV Ñ IndsV . Ako je k tome D ˝D prirodno izomorfan id, onda
su obje kompozicije ovih funktora, IndsV Ñ ProsV Ñ IndsV i ProsV Ñ IndsV Ñ ProsV ,
prirodno izomorfne identiteti. Analogna tvrdnja vrijedi za Indsℵ0V i Prosℵ0V .
Dokaz. Ocˇito se svaka filtracija preslika u kofiltraciju i obratno. Lako se vidi da se svaki pred-
morfizam filtracija preslika u predmorfizam kofiltracija i obratno, te da se ekvivalentni pred-
morfizmi preslikaju u ekvivalentne predmorfizme i da se poštuje kompozicija predmorfizama.
Dalje, ako je D ˝ D prirodno izomorfan identiteti, onda za svaki morfizam filtracija V Ñ W
izomorfizmi filtracija D ˝D ˝V Ñ V , D ˝D ˝W ÑW , koji dolaze od prirodne transforma-
cije D ˝ D ñ id, cˇine komutativan cˇetverokut s morfizmom filtracija V Ñ W i morfizmom
filtracijaD˝D˝V Ñ D˝D˝W dobivenim po funktoruD˝D. Slicˇno vrijedi za kofiltracije.
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Korolar 5.3.2. Pridruživanje koje filtraciji V “ ptViuiPI , tφjiuq pridruži kofiltraciju
V ˚ :“ ptV ˚i uiPI , tφ˚ij :“ pφjiq˚uq
i predmorfizmu filtracija pλ, tfiuiPIq : V ÑW pridruži predmorfizam kofiltracija

















Propozicija 5.3.3. Za filtrirani vektorski prostor V – colimV vrijedi
limV ˚ – HomindVectpV, kq
i za kofiltrirani vektorski prostor W – limW vrijedi
colimW ˚ – HomproVectpW,kq.
Dokaz. Neka je V “ ptViuiPI , tφji : Vi Ñ Vjuq. Vezna preslikavanja φji su inkluzije. Tada je
V ˚ “ ptV ˚i uiPI , tφi˚j : Vj˚ Ñ V ˚i uq i vezna preslikavanja su operatori restrikcije funkcionala.
Ocˇito svaki funkcional f : V Ñ k definira nit pfiqiPI u limi V ˚i svojim restrikcijama fi : Vi ãÑ
V Ñ k. Obratno, svaka nit pfiqiPI u limi V ˚i definira funkcional f : V Ñ k na sljedec´i nacˇin:
za v P V postoji Vi takav da je v P Vi i definiramo fpvq :“ fipvq. To pridruživanje ne ovisi o
izboru komponente Vi. Pridruživanja su med¯usobno inverzna. Dakle,
limV ˚ – HomVectpV, kq “ HomindVectpV, kq.
Dokažimo sada drugu tvrdnju. Neka je W “ ptWiuiPJ , tψij : Wj Ñ Wiuq. Vezna presli-
kavanja ψij su surjekcije. Tada je W ˚ “ ptWi˚ uiPJ , tψj˚i : Wi˚ Ñ Wj˚ uq i vezna preslikavanja
su injekcije. Svaki funkcional f : W Ñ k koji je morfizam u proVect ima svojstvo da postoji
i P J takav da je f jednak kompoziciji W Ñ Wi Ñ k projekcije piWi i nekog funkcionala
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fi : Wi Ñ k. Time funkcional f definira element nekog Wi˚ , dakle i kolimesa colimiWi˚ . Ele-
ment kolimesa pritom ne ovisi o odabiru komponente Wi. Obratno, svaki element kolimesa je
funkcional fi : Wi Ñ k na nekoj komponenti Wi i kompozicijom W Ñ Wi Ñ k definira funk-
cional f koji je ocˇito morfizam u proVect. Definirani funkcional ne ovisi o odabiru komponente
Wi. Ta pridruživanja su med¯usobno inverzna pa zakljucˇujemo da je
colimW ˚ – HomproVectpW,kq.
Lema 5.3.4. Kontravarijantan funktor p q˚ : VectFin Ñ VectFin je jaki monoidalni funktor
simetricˇnih monoidalnih kategorija.
Dokaz. Postoji prirodan izomorfizam pV b W q˚ – V ˚ b W ˚ te izomorfizam k˚ – k koji
zadovoljavaju koherencije s asocijatorom te lijevom i desnom jedinicom.





i njima inducirani kontravarijantni funktori
pindVectFin,b, kq
” HomindproVectp´,kq”
.. pproVectFin, bˆ, kq
” HomindproVectp´,kq”
nn
su jaki monoidalni funktori. Kompozicije tih funktora (koje imaju smisla) su izomorfne iden-
titeti i definiraju dualnost kategorija Indsℵ0VectFin i Pro
s
ℵ0VectFin te kategorija indVectFin i
proVectFin.
Dokaz. Funktori iz iskaza propozicije su kontravarijantni po propoziciji 5.3.2. Neka su dani
objekti V , W u Indsℵ0VectFin. Buduc´i da su komponente tViuiPI i tWjujPJ tih filtracija
konacˇno-dimenzionalne, to su konacˇno-dimenzionalne i komponente tVibWjupi,jqPIˆJ filtracije
V bW . Po prethodnoj lemi postoje prirodni izomorfizmi komponenti pVibWjq˚ – V ˚i bWj˚ ,
a oni zajedno cˇine izomorfizam kofiltracija pV bW q˚ – V ˚ bW ˚. Lako se vidi da su ti
izomorfizmi kofiltracija komponente prirodnog izomorfizma i da on zadovoljava koherencije s
asocijatorom i lijevom i desnom jedinicom. Ti prirodni izomorfizmi dalje induciraju prirodne
izomorfizme med¯u odgovarajuc´im kofiltriranim vektorskim prostorima koji takod¯er zadovolja-
vaju te koherencije.
S druge strane, krenuvši od dva objekta V , W u Prosℵ0VectFin, na isti nacˇin se pokaže da
postoji prirodni izomorfizam filtracija pV bW q˚ – V ˚ bW ˚ i da oni induciraju prirodne
morfizme med¯u odgovarajuc´im filtriranim vektorskim prostorima.
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Inducirani funktori med¯u indVectFin i proVectFin oznacˇeni su sa ” HomindproVect ” u svje-
tlu propozicije 5.3.3 u kojoj je pokazano da za filtrirani vektorski prostor V – colimV vrijedi
limV ˚ – HomindVectpV, kq i za kofiltrirani vektorski prostor W – limW vrijedi colimW ˚ –
HomproVectpW,kq.
U odjeljku 9.4 c´emo dokazati da je dual R˚ “ HomVectpR, kq unutrašnje Hopfove algebre u
indVectFin unutrašnja Hopfova algebra u proVectFin i da se kanonsko sparivanje med¯u njima
proširuje do sparivanja R˚ b˜RÑ k u indproVect.
5.4 Formalne sume u indproVect
U 4.3.1 je definirana filtrirana baza, u 4.3.2 je dokazano da svaki filtrirani vektorski prostor
posjeduje filtriranu bazu, u 3.3.1 je definirana formalna suma u proVect i u 3.3.9 formalna baza




α Tα je formalna suma u V iz indproVect, V – colimnPI Vn, ako pos-
toji n P I takav da: za svaki α vrijedi Tα P ιVn pVnq i izraz
ř
αpιVn q´1pTαq je formalna suma u
kofiltriranom vektorskom prostoru Vn. Tada kažemo da je formalna suma
ř
α Tα unutar kom-
ponente Vn.
Ocˇito svaka formalna suma u V iz indproVect ima vrijednost u V , jer ima vrijednost u Vn.
Definicija 5.4.2. Kažemo da linearno preslikavanje A : V Ñ W distribuira po formalnim su-
mama u V iz indproVect ako je za svaku formalnu sumu
ř
α Tα u V , izraz
ř
αApTαq formalna
suma u W i vrijednost joj je jednaka Apřα Tαq.
Lema 5.4.3. Ako je A morfizam u indproVect, onda A distribuira po formalnim sumama.
Dokaz. Ocˇito.
5.4.4. Obrat prethodne leme ne vrijedi.
5.4.5. Vektorski prostor V možemo gledati kao trivijalno kofiltrirani vektorski prostor. Izrazř
λ vλ je formalna suma u vektorskom prostoru V ako je konacˇno mnogo sumanada razlicˇito od
0. Izraz
ř
λ vλ je formalna suma u filtriranom vektorskom prostoru W ako postoji komponenta
Wn koja sadrži sve sumande i izraz je formalna suma u Wn, a to je opet ako je konacˇno mnogo
sumanada pocˇetne sume razlicˇito od 0. Dakle, formalne sume u indproVect generaliziraju
konacˇne sume u Vect, konacˇne sume u indVect i formalne sume u proVect.
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Propozicija 5.4.6. Svaki element tenzorskog produkta M1 b˜M2 b˜ . . . b˜Mk konacˇno mnogo
filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora je formalna suma jednostavnih tenzora.
Dokaz. Jednostavna posljedica analogne propozicije 3.3.15 za tenzorski produkt u kategoriji
proVect.
5.4.1 Racˇunanje s formalnim sumama
Lako se vidi da lema 3.3.8 o racˇunanju s formalnim sumama u kategoriji proVect vrijedi i za
formalne sume u kategoriji indproVect.
Lema 5.4.7. (Lema o racˇunanju s formalnim sumama u kategoriji indproVect.)
(i) (Tenzorski produkt formalnih suma.) Neka
ř
λ vλ formalna suma u V vrijednosti v iř
µwµ formalna suma u W vrijednosti w u kategoriji indproVect. Tada je
ř
λ,µ vλ b wµ









(ii) (Grupiranje sumanada.) Neka je
ř
λ,µ vλµ formalna suma vrijednosti v. Tada je svaka
podsuma
ř
µ vλµ formalna suma i, oznacˇimo li njihove vrijednosti s vλ :“
ř
µ vλµ, izrazř












(ii’) (Ekspanzija sumanada.) Obratno, neka je
ř
λ vλ formalna suma vrijednosti v. Neka je za
svaki λ izraz
ř
µ vλµ formalna suma vrijednosti vλ. Tada, ako je
ř
λ,µ vλµ formalna suma,












Tocˇkica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod¯er formalna.
Ako, dodatno, za svaki λ formalna suma
ř
µ vλµ ima svojstvo da iz pi
V
i pvλq “ 0 slijedi
piVi pvλµq “ 0 za svaki µ, onda je odmah
ř
λ,µ vλµ formalna suma vrijednosti v pa ekspan-
ziju sumanada možemo napraviti bez te provjere.
(iii) Ako je
ř
λpvλbwq formalna suma i w ‰ 0, onda je i
ř
λ vλ formalna suma. Oznacˇimo li
njenu vrijednost s v, vrijednost pocˇetne sume je tada v b w. Možemo pisatiÿ
λ
pvλ b wq w‰0“ p
ÿ
λ
vλq b w “ v b w.
Analogna tvrdnja vrijedi za formalnu sumu
ř
λpv b wµq i v ‰ 0.
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(iv) (Slika po morfizmu u indproVect.) Neka je
ř
λ vλ formalna suma vrijednosti v. Neka je
A morfizam u indproVect. Tada je
ř
λApvλq formalna suma i njena vrijednost jednaka








(iv’) Obratno, neka je A morfizam u indproVect i neka je
ř
λApvλq formalna suma. Ako jeř









Tocˇkica predstavlja dodatnu provjeru je li suma s desne strane takod¯er formalna.
Dokaz. (i) Lako slijedi iz analogne propozicije 3.3.7 o tenzorskom produktu formalnih suma u
kategoriji proVect i definicije formalne sume u kategoriji indproVect.
(ii), (ii’), (iii), (iv), (iv’) Lako slijede iz leme 3.3.8 o racˇunanju s formalnim sumama u
proVect, definicije formalne sume u indproVect, cˇinjenice da morfizmi u indproVect poštuju
filtracije i da su komponente tih morfizama morfizmi u proVect koji zbog toga distribuiraju po
formalnim sumama.
Primjer 5.4.8. Neka je
ř
λ,µApvλqBpwµq formalna suma u unutrašnjoj algebri pR, µR, νRq u
indproVect, gdje je konkatenacija skrac´eni zapis za asocijativni produkt µR elemenata. Neka






“¨řµpřλApvλqqBpwµq (distributivnost µ i dokaz řλApvλq f.s.)
“¨řµApřλ vλqBpwµq (distributivnost A i dokaz řλ vλ f.s.)
“¨ Apřλ vλqřµBpwµq (distributivnost µ i dokaz řµBpwµq f.s.)
“¨ Apřλ vλqBpřµwµq (distributivnost B i dokaz řµwµ f.s.)




λ vλ formalne sume, tada formalnost svih ostalih
suma slijedi iz toga što su A, B i µR morfizmi u indproVect.
5.4.9. Mi nec´emo definirati pojam baze opc´enito za objekte u indproVect, ali za tenzorski
produkt objekta R u indVect i objekta H u proVect može se definirati skup takav da se svaki
element objekta R b˜H može prikazati na jedinstven nacˇin pomoc´u elemenata tog skupa kao
formalna suma u R b˜H u indproVect. Naime, lako se vidi da je za filtriranu bazu tDαuαPA od
R i kofiltriranu bazu teβuβPB od H skup tDα b eβupα,βqPAˆB takav skup za R b˜H . Analogno
vrijedi naravno za tenzorski produkt H b˜R.
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5.5 Osnovne konstrukcije u kategoriji indproVect
5.5.1 Koujednacˇitelj u kategoriji Indsℵ0proVect i tenzorski produkt
Dokaz sljedec´eg teorema je slicˇan dokazu teorema 4.4.4 s istom tvrdnjom za V “ Vect, samo
ovdje treba pažljivije provjeravati jesu li konstruirani morfizmi u kategoriji proVect i koristiti
propozicije o osnovnim kategorijskim konstrukcijama u proVect.
Teorem 5.5.1. Neka je V kategorija proVect – Prosℵ0Vect. Tada kategorija Indsℵ0V ima koujed-
nacˇitelje. Ako je paralelni par morfizama filtracija predstavljen paralelnim parom predmorfi-
zama po nivoima, koujednacˇitelj tog paralelnog para morfizama filtracija je filtracija cˇije su
komponente kvocijenti koujednacˇitelja paralelnih parova komponentnih preslikavanja po jez-
grama preslikavanja u kolimes tih koujednacˇitelja.
Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja opc´enitosti možemo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne filtracije imaju jednaku indeksnu kategoriju I i da je paralelni par morfizama predstav-
ljen predmorfizmima po nivoima.
Neka su dakle zadane dvije filtracije u kategoriji V ,
A “ ptAnunPI , tφmnuq, B “ ptBnunPI , tψmnuq
i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima
f “ pid, tfn : An Ñ BnunPIq, g “ pid, tgn : An Ñ BnunPIq.
Kategorija V ima koujednacˇitelje po korolaru 3.4.4 pa za svaki paralelan par fn, gn možemo







Neka je m ď n proizvoljan par usporedivih elemenata od I . Dokazujemo da kompozicija
hm ˝ ψnm koujednacˇuje par fm, gm. Morfizam hn koujednacˇuje par fn, gn pa vrijedi
hn ˝ fn ˝ φnm “ hn ˝ gn ˝ φnm,
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Dakle, za svaki vezni morfizam ψnm vrijedi da hn ˝ψnm koujednacˇuje par fm, gm pa po univer-
zalnom svojstvu koujednacˇitelja hm slijedi da za svaki ψmn postoji jedinstveno preslikavanje
τnm : Cm Ñ Cn takvo da je desni kvadrat na prethodnom dijagramu komutativan.
Dokazujemo da je ptCnunPI , tτnmuq usmjereni sustav u V (ali nije nužno i filtracija). Na
sljedec´em dijagramu lijevi trokut, gornji i donji kvadrat su komutativni pa je τmk ˝ τkn : Ck Ñ
Cn preslikavanje za koje je vanjski kvadrat komutativan, a buduc´i da je takvo preslikavanje





















Sada c´emo usmjereni sustav zamijeniti filtracijom. Neka je C – colimnCn u kategoriji V “
proVect, on postoji prema propoziciji 3.4.22. Oznacˇimo s κCn : Cn Ñ C komponente tog
univerzalnog kokonusa. Tada su potprostori KerκCn ď Cn i kvocijenti Cn{KerκCn objekti u V
i preslikavanja KerκCn ãÑ Cn i qn : Cn Ñ Cn{KerκCn su morfizmi u V , prema lemi 3.4.10 i
propoziciji 3.4.12. Za svaki n P I sada postoji jedinstveno preslikavanje
ιCn : Cn{KerκCn Ñ C










Buduc´i da je τnmpKerκCmq Ď KerκCn , postoji jedinstveno preslikavanje γnm takvo da je kvadrat
na sljedec´em dijagramu komutativan, a buduc´i da vrijedi štoviše KerκCm “ τ´1nmpKerκCn q, ono
je injekcija.
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Inducirano preslikavanje γnm je takod¯er morfizam u V , prema propoziciji 3.4.14. Vrijedi jed-
nakost γkn ˝ γnm “ γkm, jer je zbog komutativnosti lijevog trokuta i oba kvadrata na sljedec´em
dijagramu komutativan i cijeli vanjski peterokut, a γkm je jedinstveno preslikavanje sa svoj-




















Dakle, C :“ ptCn{KerκCn u, tγnmuq je filtracija u V .
Na sljedec´em dijagramu je komutativan gornji kvadrat, donji kvadrat i lijevi trokut, pa slijedi
da je κCm “ ιCn ˝ γnm ˝ qm što zbog jedinstvenosti preslikavanja ιCm sa svojstvom κCm “ ιCm ˝ qm
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Dokazujemo da je taj kokonus univerzalan. Neka je pG, tιGn uq drugi kokonus u V nad filtracijom
ptCn{Ker ιCn u, tγnmuq. Tada je pG, tιGn ˝ qnuq kokonus nad filtracijom ptCnu, tτnmuq pa postoji
jedinstveno preslikavanje z : C Ñ G takvo da je z ˝ κCn “ ιGn ˝ qn. Buduc´i da je κCn “ ιCn ˝ qn
i qn je epimorfizam slijedi z ˝ ιCn “ ιGn . Dakle, postoji preslikavanje z : C Ñ G takvo da je
z ˝ ιCn “ ιGn . Takvo preslikavanje je jedinstveno, jer svako preslikavanje z1 : C Ñ G za koje
vrijedi z1 ˝ ιCn “ ιGn vrijedi i z1 ˝ κCn “ ιGn ˝ qn pa ono mora biti jednako jedinstvenom takvom
preslikavanju z.
Ocˇito je q :“ pid, tqnuq predmorfizam usmjerenih sustava, pa je q ˝ h “ pid, tqn ˝ hnuq
predmorfizam filtracija. Dokazat c´emo da je q ˝ h : B Ñ C koujednacˇitelj paralelnog para









Uzmimo bilo koju filtracijuD “ ptDnunPJ , tσmnuq u V i predmorfizam kofiltracija
e “ pµ : I Ñ J, ten : Bn Ñ DµpnqunPIq : B ÑD
takav da je e ˝ f “ e ˝ g. Buduc´i da za svaki n P I komponenta en koujednacˇuje par fn, gn













Neka je d : C Ñ D preslikavanje med¯u kolimesima u proVect inducirano predmorfizmom
pµ, tdnuq. Svaki element od KerκCn Ď Cn se preslikavanjem d ˝ κCn preslika u 0 P D,
pa je, zbog komutativnosti vanjskog cˇetverokuta, dnpKerκCn q Ď Ker ιDµpnq. Po propoziciji
3.4.22 komponente ιDµpnq : Dµpnq Ñ D univerzalnog kokonusa u proVect nad filtracijom D
u proVect su monomorfizmi, pa je Ker ιDµpnq “ t0u. Dakle, postoji i jedinstveno je preslika-
vanje rn : Cn{KerκCn Ñ Dµpnq takvo da je donji trokut na sljedec´em dijagramu komutativan.
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Sada dokazujemo da je r :“ pµ, trnuq predmorfizam filtracija. Za svaki usporedivi par m ď n,
na sljedec´em dijagramu su vanjski cˇetverokut, lijevi kvadrat, gornji i donji trokut komutativni i

















Ocˇito je r ˝ q ˝ h “ e. Dokažimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan r.
Neka je p :“ pν, tpnuq neki drugi predmorfizam takav da je p ˝ q ˝ h “ e. Tada postoji gornja
med¯a l P J od µpnq, νpnq takva da je σlµpnq ˝ en “ σlνpnq ˝ pn ˝ qn ˝ hn, tj. vanjski šesterokut na

















Gornji cˇetverokut na dijagramu je komutativan i qn˝hn je epimorfizam pa iz prethodnoga slijedi
da je komutativan i desni cˇetverokut. Dakle, predmorfizmi r i p su ekvivalentni. Time je dokaz
dovršen.
Teorem 5.5.2. U kategoriji Indsℵ0Pro
s
ℵ0Vect – Indsℵ0proVect i kategoriji Indsℵ0Prosℵ0VectFin –
Indsℵ0proVectFin tenzorski produkt komutira s koujednacˇiteljima.
Dokaz. Neka je f , g : AÑ B paralelni par morfizama filtracija u proVect. Kao u dokazu pro-
pozicije 5.5.1, pretpostavimo bez smanjenja opc´enitosti da su indeksne kategorije te dvije fil-
tracije jednake: A “ ptAnunPI , tφmnuq,B “ ptBnunPI , tψmnuq i morfizmi su predstavljeni pa-
ralelnim morfizmima po nivoima: f “ pid, tfn : An Ñ BnunPIq, g “ pid, tgn : An Ñ BnunPIq.
Neka je filtracija C “ ptCn{KerκCn unPI , tγnmuq zajedno s predmorfizmom pid, tqn ˝ hnunPIq
koujednacˇitelj u proVect paralelnog para f, g konstruiran kao u dokazu te propozicije. Pri-
tom su hn : Bn Ñ Cn koujednacˇitelji paralelnih komponenti fn, gn : An Ñ Bn, preslikavanja
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τnm : Cm Ñ Cn su preslikavanja inducirana med¯u vrhovima tih koujednacˇitelja, κCn : Cn Ñ C
su komponente univerzalnog kokonusa nad usmjerenim sustavom ptCnunPI , tτnmuq u proVect,
qn : Cn Ñ Cn{KerκCn su kvocijentna preslikavanja, a γnm preslikavanja inducirana med¯u kvo-


























(i) Tenzorirajmo taj dijagram s identitetom na proizvoljnoj filtraciji D “ ptDlulPJ , tσlkuq u
proVect. Želimo pokazati da je dobivena filtracija
C bˆD “ ptpCn{KerκCn q bˆDlupn,lqPIˆJ , tγnm bˆσlkuq
u proVect zajedno s predmorfizmom
pq ˝ hq bˆ id “ pid, tpqn bˆ idq ˝ phn bˆ idq : Bn bˆDl Ñ pCn{KerκCn q bˆDluq






















(ii) Konstruirajmo sada koujednacˇitelj paralelnog para f bˆ id, g bˆ id morfizama filtracija
slijedec´i korake konstrukcije iz dokaza propozicije 5.5.1.
Buduc´i da po korolaru 3.4.4 propozicije 3.4.2 u proVect koujednacˇitelji komutiraju s tenzor-
skim produktom, prva tri cˇlana u svakom redu na prethodnom dijagramu opet cˇine koujednacˇi-
telj u proVect. Lako se vidi, zbog komutativnosti tog dijagrama, da su preslikavanja τnm bˆσlk
jednaka jedinstvenim preslikavanjima induciranim med¯u vrhovima koujednacˇitelja. Time je
prvi dio konstrukcije koujednacˇitelja morfizama filtracija dovršen i imamo usmjereni sustav
ptCn bˆDlupn,lqPIˆJ , tτnm bˆσlkuq
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u proVect koji nije nužno filtracija. Dalje, oznacˇimo s colimn,l Cn bˆDl vrh kolimesa u proVect
tog usmjerenog sustava. On je po propoziciji 3.4.22 jednak vrhu kolimesa u Vect tog usmje-
renog sustava, pa ova oznaka nec´e izazvati zabune. Oznacˇimo komponente tog univerzalnog
kokonusa sa
κCDn,l : Cn bˆDl Ñ colim
n,l
Cn bˆDl,
komponente su naravno morfizmi u proVect. Po konstrukciji koju slijedimo, vrh koujednacˇite-
lja paralelnog para f bˆ id, g bˆ id je dakle filtracija
ptpCn bˆDlq{KerκCDn,l upn,lqPIˆJ , tγ1nm,lkuq
u proVect zajedno s predmorfizmom pid, tq1n,l˝phnb idqupn,lqPIˆJq kao na sljedec´em dijagramu.

























Sva navedena preslikavanja su morfizmi u proVect, kako je objašnjeno u samoj konstrukciji
koujednacˇitelja koju slijedimo.
(iii) Usporedimo sada komponente dva predmorfizma po kojima se prethodne dvije kons-
trukcije razlikuju: kvocijentna preslikavanja u (ii)
q1n,l : Cn bˆDl Ñ pCn bˆDlq{KerκCDn,l
i tenzorske produkte kvocijentnih preslikavanja s identitetom u (i)
qn b id : Cn bˆDl Ñ pCn{KerκCn q bˆDl.
Po propoziciji 3.4.12 kvocijent kofiltriranog vektorskog prostora po potpunom potprostoru je
koujednacˇitelj inkluzije i nul-preslikavanja. Dakle, kvocijentno preslikavanje q1n,l je koujedna-
cˇitelj paralelnog para: nul-preslikavanja 0 i inkluzije ηCDn,l : Kerκ
CD
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Iz istog razloga kvocijentno preslikavanje qn je koujednacˇitelj paralelnog para: nul-preslikavanja










Po korolaru 3.4.4 tenzorski produkt komutira s koujednacˇiteljima u proVect pa iz prethodnog





11 Cn bˆDl qn bˆ id // pCn{KerκCn q bˆDl
Dokazat c´emo da je
KerpκCn q bˆDl “ KerκCDn,l
iz cˇega c´e slijediti da su preslikavanja q1n,l i qn bˆ id koujednacˇitelji istog para morfizama: ηCDn,l “
ηCn bˆ id, 0. Time c´e onda biti jasno da su filtracije konstruirane u (i) i (ii) izomorfne.
(iv) Dokazujemo prvo KerκCDn,l Ď KerκCn bˆDl. Oznacˇimo s D “ colimlDl vrh, a s
ιDk : Dk Ñ D komponente univerzalnog kokonusa u proVect nad filtracijomD “ ptDlulPJ , tσlkuq.
Vec´ smo s C “ colimnCn oznacˇili vrh i s κCn : Cn Ñ C komponente univerzalnog kokonusa
u proVect nad usmjerenim sustavom ptCnunPI , tτnmuq. Tenzorski produkt C bˆD je tada vrh
kokonusa nad usmjerenim sustavom ptCn bˆDlupn,lqPIˆJ , tτnm bˆσlkuq i komponente tog koko-
nusa su tκCn bˆ ιDl u. Po univerzalnom svojstvu kolimesa nad tim usmjerenim sustavom pos-
toji jedinstveno preslikavanje θ u proVect takvo da je sljedec´i dijagram komutativan za svaki
pn, lq P I ˆ J .






Iz toga slijedi da je KerκCDn,l Ď KerpκCn bˆ ιDl q. Po propoziciji 3.4.22, komponente ιDl univerzal-
nog kokonusa nad filtracijom u proVect su injekcije, pa po propoziciji 3.4.23 slijedi
KerpκCn bˆ ιDl q “ pKerκCn q bˆDl.
Dakle vrijedi KerκCDn,l Ď KerκCn bˆDl. Preostaje dokazati da je KerκCn bˆDl Ď KerκCDn,l .
(v) Dokazujemo sada KerκCn bˆDl Ď KerκCDn,l . Proizvoljan element tenzorskog produkta
KerκCn bˆDl može se zapisati kao formalna suma jednostavnih tenzora u KerκCn bˆDl. Zbog
toga i distributivnosti κCDn,l po formalnim sumama dovoljno je dokazati da za svaki jednos-
tavni tenzor c b d u KerκCn bˆDl vrijedi κCDn,l pc b dq “ 0. U sljedec´e dvije tvrdnje koristimo
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propoziciju 3.4.22 u kojoj je opisan filtrirani kolimes u proVect. Komponenta κCn je sljedec´a
kompozicija inkluzije νCn : Cn ãÑ
š
nCn i kvocijentnog preslikavanja:









gdje je W “ Wˆ vektorski potprostor od šnCn generiran skupom
tνCn peq ´ νCmpe1q | n,m P I, e P Cn, e1 P Cm, pDp ě n,mqpτpnpeq “ τpmpe1qu.
Vrijedi da je c P KerκCn ako i samo ako je νCn pcq P W . Slicˇno c´emo oznacˇiti injekcije
νDl : Dl ãÑ
š
lDl.
Analogno, komponenta κCDn,l je kompozicija inkluzije ν
CD




κCDn,l : Cn bˆDl ãÑ
ž
n,l
pCn bˆDlq Ñ p
ž
n,l
pCn bˆDlq{W 1 “ colim
n,l
pCn bˆDlq
gdje je W 1 “ Wˆ 1 vektorski potprostor od šn,lpCn bˆDlq generiran skupom
tνCDn,l peq ´ νCDm,kpe1q | n,m P I, k, l P J, e P Cn bˆDl, e1 P Cm bˆDk,
pDp ě n,mqpDr ě k, lqppτpn bˆσrlqpeq “ pτpm bˆσrkqpe1qqu.
Ocˇito je cb d P KerκCDn,l ako i samo ako je νCDn,l pcb dq P W 1.
Neka je cb d dakle proizvoljan jednostavni tenzor u KerκCn bˆDl. Dalje u dokazu nekoliko
puta koristimo cˇinjenicu da je obicˇan tenzorski produkt uložen u upotpunjeni tenzorski produkt
što je dokazano u propoziciji 3.3.16. Zamijetimo da je
cb d P Cn bDl Ď Cn bˆDl.








tj. takvih da za svaki s postoje ps ě ns, ms takvi da je τpsnspesq “ τpsmspe1sq. Dalje je
νCn pcq b νDl pdq “ p
Nÿ
s“1
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pa pišemo
νCn pcq b νDl pdq “
Nÿ
s“1























Zbog toga možemo prethodnu jednakost zapisati:
νCDn,l pcb dq “
Nÿ
s“1







Sada se vidi da je pτpsnsbσllqpesbdq “ pτpsmsbσllqpe1sbdq za svaki s pa je svaki sumand u toj
sumi generator odW 1. Slijedi νCDn,l pcbdq P W 1, to jest cbd P KerκCDn,l . Dokaz je dovršen.
Korolar 5.5.3. Simetricˇna monoidalna kategorija pindproVect, b˜, kq posjeduje koujednacˇitelje
i oni komutiraju s tenzorskim produktom.
Dokaz. Kategorije indproVect i Indsℵ0proVect su ekvivalentne simetricˇne monoidalne katego-
rije, a tvrdnja vrijedi u kategoriji Indsℵ0proVect.
5.5.2 Ujednacˇitelj u kategoriji IndsV
Ova propozicija nije nužna za daljnje izlaganje.
Propozicija 5.5.4. Neka kategorija V dopušta ujednacˇitelje. Tada kategorija IndsV dopušta
ujednacˇitelje i ujednacˇitelj paralelnog para morfizama je filtracija cˇije su komponente ujedna-
cˇitelji komponenti tog paralelnog para i vezni morfizmi jedinstvena inducirana preslikavanja
med¯u njima.
Dokaz. Zbog propozicije 4.4.3 bez smanjenja opc´enitosti možemo pretpostaviti da dvije pro-
izvoljne filtracije imaju jednaku indeksnu kategoriju I i da je paralelni par morfizama predstav-
ljen predmorfizmima po nivoima. Neka su dakle zadane dvije filtracije u kategoriji V ,
A “ ptAnunPI , tφmnuq, B “ ptBnunPI , tψmnuq
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i neka je zadan paralelan par morfizama filtracija predmorfizmima po nivoima
f “ pid, tfn : An Ñ BnunPIq i g “ pid, tgn : An Ñ BnunPIq.





Neka jem ď n proizvoljan par usporedivih elemenata od I . Buduc´i da tada φmn˝hn ujednacˇuje
par fm, gm, vrijedi
fm ˝ φmn ˝ hn “ ψmn ˝ fn ˝ hn “ ψmn ˝ gn ˝ hn “ gm ˝ φmn ˝ hn,
pa po univerzalnom svojstvu ujednacˇitelja postoji jedinstveni morfizam τmn : Cn Ñ Cm u kate-











Buduc´i da je svaki ujednacˇitelj hn monomorfizam i vezna preslikavanja φmn filtracija su mo-
nomorfizmi, slijedi da je i τmn monomorfizam u V . Na sljedec´em dijagramu su dva unutrašnja
kvadrata komutativna i desni trokut je komutativan, pa je komutativan i vanjski peterokut, što










Dakle, C :“ ptCnunPI , tτmnuq je filtracija u V i ocˇito je h “ pid, thnuq predmorfizam filtracija.
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Dokazat c´emo da je h : C Ñ A ujednacˇitelj para f , g : A Ñ B u kategoriji IndsV . Neka
jeD “ ptDnunPJ , tσmnuq filtracija u V i neka je
e “ pµ : J Ñ I, ten : Dn Ñ AµpnqunPJq : D Ñ A
predmorfizam filtracija takav da je f ˝ e “ g ˝ e. Tada po univerzalnom svojstvu ujednacˇitelja
postoje jedinstveni morfizmi rn : Dn Ñ Cµpnq u V za koje vrijedi hµpnq ˝ rn “ en.





Dokazujemo da je r :“ pµ, trnuq predmorfizam filtracija. Na sljedec´em dijagramu je komu-
tativan desni kvadrat, vanjski cˇetverokut, gornji i donji trokut i hµpmq je monomorfizam, pa je










Ocˇito je h ˝ r “ e. Dokažimo sada da je svaki drugi takav predmorfizam ekvivalentan r. Neka
je p “ pν, tpnuq neki drugi predmorfizam takav da je h ˝ p “ e. Tada postoji gornja med¯a l P I










Buduc´i da su na sljedec´em dijagramu komutativni vanjski peterokut, donji trokut, dva unu-
trašnja desna cˇetverokuta i hl je monomorfizam, slijedi da je komutativan i unutrašnji lijevi
cˇetverokut, tj. predmorfizam p ekvivalentan je predmorfizmu r.
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Time je dokaz dovršen.
Napomena 5.5.5. U prethodnom poglavlju nije dokazano što je ujednacˇitelj u proVect, ali to
je vjerojatno jednostavno Kerpf ´ gq ãÑ A za paralelni par f , g : AÑ B u proVect.
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Poglavlje 6
Algebra u monoidalnim kategorijama
Definicija monoidalne kategorije dana je u 2.2.1 i simetricˇne monoidalne kategorije u 2.2.2. U
ovom poglavlju definiramo neke tipove algebarskih struktura u monoidalnim kategorijama: mo-
noide (algebre), komonoide (koalgebre), bialgebre, module nad algebrama, komodule nad koal-
gebrama, bimodule, Yetter-Drinfeldove module, te neke osnovne konstrukcije s njima. Ponekad
se naglašava da su to internalizirane varijante tih pojmova u opc´im monoidalnim kategorijama
rijecˇju unutarnji, dakle unutarnji modul za razliku od obicˇnih modula u kategoriji vektorskih
prostora, unutarnji monoid za razliku od obicˇnih monoida u kategoriji skupova. Za neke od tih
konstrukcija, posebno za tenzorski produkt bimodula, potrebno je da je monoidalna kategorija
simetricˇna ili da dopušta koujednacˇitelje koji komutiraju s tenzorskim produktom.
6.1 Algebra, koalgebra, bialgebra, Hopfova algebra
6.1.1 Definicija monoida (algebre) i morfizma monoida
Definicija 6.1.1. Monoid (sinonim: algebra) u monoidalnoj kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, rq je
trojka pA, µ, ηq u kojoj je A objekt u V , a µ : A b A Ñ A (množenje u monoidu) i η : k Ñ A
(jedinica monoida) su morfizmi u V koji zadovoljavaju sljedec´a dva aksioma:
(i) asocijativnost






Ab A m // A
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koji su zapisani pomoc´u komutativnih dijagrama.
U slucˇaju kad je k polje i V monoidalna kategorija k-vektorskih prostora s jedinicˇnim objek-
tom k i tenzorskim produktombk, monoid u V zovemo i k-algebra (pri cˇemu podrazumijevamo
asocijativnu k-algebru s jedinicom).
Definicija 6.1.2. Morfizam monoida f : pA, µ, ηq Ñ pA1, µ1, η1q je morfizam f : A Ñ A1 u V
koji zadovoljava
µ1 ˝ pf b fq “ f ˝ µ, f ˝ η “ η1.
Propozicija 6.1.3. (Tenzorski produkt monoida) Neka su pR, µR, ηRq i pS, µS, ηSq monoidi u
simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, r, τq. Tada je pRbS, µRbS, ηRbSq, gdje je
µRbS “ pµR b µSq ˝ pidR b τS,R b idSq, ηRbS “ pηR b ηSq ˝ l´1k ,
takod¯er monoid u V .
Svejedno je uzimamo li lijevu ili desnu jedinicu u prethodnoj propoziciji jer u monoidalnoj
kategoriji vrijedi lk “ rk : k b k Ñ k. Dokaz je standardan, vidi [Kelly]. U apstraktnoj
Sweedlerovoj notaciji množenje i jedinica iz prethodne propozicije su
pr b sq ¨ pr1 b s1q “ rr1 b ss1, 1RbS “ 1R b 1S,
pa takvo množenje cˇesto zovemo množenjem po komponentama.
6.1.2 Definicija komonoida (koalgebre) i morfizma komonoida
Dualni pojam, komonoid u pV ,b, k, a, l, rq je monoid u kategoriji suprotnoj kategoriji V , ali s
’istim’ tenzorskim produktom Mop bNop “ pM bNqop.
Definicija 6.1.4. Komonoid (sinonim: koalgebra) u monoidalnoj kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, rq
je trojka pC,∆, q u kojoj je ∆: C Ñ C b C morfizam u V zvan komnoženje (koprodukt),
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// k b C
Ako je V monoidalna kategorija k-vektorskih prostora, komonoid u V zovemo i k-koalgebra.
Definicija 6.1.5. Morfizam komonoida f : pC,∆, q Ñ pC 1,∆1, 1q je morfizam f : C Ñ C 1 u
V koji zadovoljava
pf b fq ˝∆ “ ∆1 ˝ f, 1 ˝ f “ ,
što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji fpcp1qqbfpcp2qq “ fpcqp1qbfpcqp2q, te 1pfpcqq “ pcq.
Komonoid u monoidalnoj kategoriji k-vektorskih prostora (ili opc´enitije, k-modula gdje je
k komutativan prsten) zove se k-koalgebra. (Ko)monoid u monoidalnoj kategoriji R-bimodula,
gdje prsten s jedinicom R može biti nekomutativan, zove se R-(ko)prsten.
6.1.3 Sweedlerova notacija i apstraktna Sweedlerova notacija
6.1.6. Sweedlerova notacija za koalgebre. Neka je pC,∆, q komonoid u kategoriji vektorskih
prostora (tj. k-kolagebra). Vrijednost ∆pcq je oblika řri“1 aib bi P C bk C. Sweedler predlaže




Iteracije oznacˇava ovako: cp1qp1q :“ pcp1qqp1q itd. Tako se aksiom koasocijativnosti može zapisati
na sljedec´i nacˇin:ÿ
cp1qp1q b cp1qp2q b cp2q “
ÿ
cp1q b cp2qp1q b cp2qp2q “:
ÿ
cp1q b cp2q b cp3q,
a aksiom kojedinice na sljedec´i:ÿ
pcp1qqcp2q “ c “
ÿ
cp1qpcp2qq.
6.1.7. Apstraktna Sweedlerova notacija. Sweedlerovu notaciju cˇesto koristimo, zajedno s
genericˇkim elementima, i u opc´oj monoidalnoj kategoriji. Detaljnije, neka su A, B, C, . . .
oznake objekata u monoidalnoj kategoriji i želimo linearno zapisati niz identiteta med¯u morfiz-
mima s fiksiranom domenom i kodomenom koje su neki monoidalni produkti objekata A, B,
C, . . . i jedinicˇnog objekta. Tada, oponašajuc´i racˇun s elementima u modulima, izaberemo po
jedan simbol odgovarajuc´eg tipa u svakom od tenzorskih množitelja i morfizme primjenjujemo
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na apstraktni simbol. Npr. aksiom asocijativnosti množenja µ ˝ pidb µq “ µ ˝ pµb idq pišemo
µpa, µpa1, a2qq “ µpµpa, a1q, a2q s genericˇkim simbolima a, a1, a2 tipa A, cˇak i ako objekt A
nije skup i stoga a, a1, a2 ne možemo interpretirati kao elemente od A. Takvo pisanje je u redu
ukoliko na izrazima primijenjujemo samo transformacije koje odgovaraju identitetima med¯u
morfizmima. Naime, iz takvog izraza lako dobijemo natrag identitet eliminacijom genericˇkih
simbola u svakoj strani jednakosti. Na genericˇke simbole možemo primijeniti Sweedlerovu no-
taciju koja tada ne oznacˇava sumu i nazivamo je apstraktna Sweedlerova notacija. Aksiomi
kao pcp1qqcp2q “ c i dalje vrijede (zanemarujuc´i pisanje koherencija, koje se mogu umetnuti, no
tada su racˇuni s elementima nepregledni jer koherencije imaju po nekoliko argumenata koji tako
postanu vezani u notaciji; u ovom primjeru tako rCppcp1qq b cp2qq “ c, gdje je rC : C b k Ñ C
komponenta u C desnog unitora). Kod apstraktne Sweedlerove notacije moramo paziti da ko-
ristimo samo identitete med¯u morfizmima u toj monoidalnoj kategoriji.
6.1.8. Osim obicˇne Sweedlerove notacije koja oznacˇava konacˇne sume i apstraktne Sweedle-
rove notacije koja ne oznacˇava stvarne sume vec´ kompozicije morfizama, na nekoliko mjesta
u ovoj disertaciji koristimo i formalnu Sweedlerovu notaciju u kojoj se podrazumijeva suma-
cija u smislu formalnih suma. U tom posljednjem slucˇaju treba paziti da kod transformacija u
racˇunu stalno dobivamo formalne sume i identitete med¯u formalnim sumama (za to moramo ko-
ristiti morfizme koji distribuiraju po formalnim sumama ili koristiti identitete med¯u formalnim
sumama i druge opravdane transformacije).
6.1.4 Konvolucijsko množenje i dualne gebre u Vect
Slijedec´i Serrea [Serre] algebre, koalgebre i bialgebre kolektivno možemo zvati gebrama.
Ako je pC,∆, q k-koalgebra i pA, µ, ηq k-algebra, onda skup k-linearnih preslikavanja
HomkpC,Aq ima strukturu k-algebre s obzirom na konvolucijsko množenje ˚ dano s
f ˚ g :“ µ ˝ pf b gq ˝∆
i jedinicu η ˝ . Algebru HomkpC,Aq zovemo konvolucijska algebra.
Ako je pC,∆, q k-koalgebra, onda njen algebarski dual C˚ “ HomkpC, kq vidimo kao
poseban slucˇaj konvolucijske algebre. U apstraktnoj Sweedleovoj notaciji, za f , g P C˚, c P C,
pf ¨ gqpcq :“ fpcp1qqgpcp2qq,
gdje je simbolom ¨ oznacˇeno odgovarajuc´e množenje elemenata.
Ako je pA, µ, ηq konacˇno-dimenzionalna k-algebra, onda je A˚ k-koalgebra jer je kanonsko
preslikavanje A˚bkA˚ Ñ pAbkAq˚ tada izomorfizam. Naime, za f P A˚, a, a1 P A definicija
∆pfqpab a1q :“ fpa ¨ a1q.
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odred¯uje ∆pfq P pA bk Aq˚ – A˚ bk A˚ pa imamo preslikavanje ∆: A˚ Ñ A˚ bk A˚. Ako
k-algebra A nije konacˇno-dimenzionalna, onda A˚ bk A˚ ãÑ‰ pAbk Aq
˚.
6.1.5 Definicija bialgebre
Bimonoid (sinonimi: bialgebra, bigebra) je objekt B u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji koji
istovremeno ima strukturu monoida i komonoida, zajedno s kompatibilnosti koja suštinski ko-
risti simetriju τB,B u toj monoidalnoj kategoriji.
Definicija 6.1.9. Bialgebra je petorka pB, µ, η,∆, q u kojoj je pB, µ, ηq monoid i pB,∆, q
komonoid sa svojstvima:
(i) kompatibilnost množenja i komnoženja
B bB ∆b∆ //
µ

B bB bB bB
idBbτB,BbidB





∆ // B bB
(ii) kompatibilnost množenja i kojedinice



























koja su dana komutativnim dijagramima.
U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta svojstva su redom:
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(i) pbcqp1q b pbcqp2q “ bp1qcp1q b bp2qcp2q
(ii) pbcq “ pbqpcq
(iii) ∆p1Bq “ 1B b 1B
(iv) p1Bq “ 1k
Primijetimo da gornji uvjeti kompatibilnosti znacˇe da su ∆ i  morfizmi monoida pri cˇemu
je struktura monoida na B b B dana množenjem po komponentama kao u propoziciji 6.1.3.
Ekvivalentno, ti uvjeti kompatibilnosti znacˇe da su µ i η morfizmi komonoida, pri cˇemu je
struktura komonoida na B bB slicˇno inducirana po komponentama strukturom komonoida B.
6.1.10. Komutativnost i kokomutativnost. Neka je V simetricˇna monoidalna kategorija sa
simetrijom τ “ tτA,B : A b B Ñ B b AuA,B. Tada za monoid pA, µ, ηq u V kažemo da je
komutativan ako je µ ˝ τA,A “ µ, a za komonoid pC,∆, q kažemo da je kokomutativan ako
je τC,C ˝ ∆ “ ∆. Bimonoid je komutativan ako je promatran kao monoid komutativan, te
kokomutativan ako je promatran kao komonoid kokomutativan.
6.1.6 Definicija Hopfove algebre i primjeri
Definicija 6.1.11. Hopfova algebra pH,µ, η,∆, q u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V je
bialgebra na kojoj postoji morfizam S : H Ñ H u V , koji zovemo antipod, za koji vrijedi
µ ˝ pS b idHq ˝∆ “ η ˝  “ µ ˝ pidH b Sq ˝∆,
što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
Sphp1qqhp2q “ phq1H “ hp1qSphp2qq.
Ako za bialgebru H antipod postoji, on je jedinstven.
6.1.12. Posljedice aksioma za Hopfovu algebru su sljedec´e. Antipod S je antihomomorfi-
zam algebri i koalgebri, S : Hop,co Ñ H. Ako je H komutativna ili kokomutativna, onda je
S2 “ idH . Hopfovu algebruH u kategoriji k-vektorskih prostora zovemo i Hopfova k-algebra.
Ako je Hopfova k-algebra H konacˇno-dimenzionalna, onda je S P HomkpH,Hq bijektivan.
Primjer 6.1.13. Grupovna algebra kG diskretne grupe G je kokomutativna Hopfova algebra.
Kao vektorski prostor, kG je skup linearnih kombinacija elemenata grupe G s koeficijentima iz
k. Množenje na kG je linearno proširenje množenja na grupi, koje stoga opc´enito nije komuta-
tivno, a jedinica je 1G. Ono je komutativno ako i samo ako je G abelova grupa. Komnoženje i
kojedinica su linearna proširenja preslikavanja na elementima g P G zadanog sa
∆pgq “ g b g, pgq “ 1.
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Postoji antipod i on je linearno proširenje preslikavanja koje je na elementima g P G dano sa
Spgq “ g´1.
Za a “ řgPG agg i a1 “ řgPG a1gg u kG produkt je a ¨ a1 “ řgPGpřhPG agh´1ahqg pa se kG
ponekad zove konvolucijska algebra.
Primjer 6.1.14. Algebra kpGq funkcija na konacˇnoj grupi G je komutativna Hopfova algebra.
Zbog konacˇnosti grupe G, kpGq “ tf : G Ñ ku je konacˇno-dimenzionalan vektorski pros-
tor. Množenje je dano množenjem po tocˇkama, pa je kpGq komutativna algebra s jedinicom.
Komnoženje i kojedinica zadani su s
∆pfqpg, hq “ fpghq, pfq “ fp1Gq.
Komnoženje ∆pfq P FunpGˆG, kq “ FunpG, kq b FunpG, kq je komutativno ako i samo ako
je G komutativna. Antipod je zadan s
pSfqpgq “ fpg´1q.
Ako je grupa G konacˇna, Hopfovoj algebri kG dualna je Hopfova algebra kpGq. Zaista,
elementi od kpGq, dakle funkcije naG, jednoznacˇno se proširuju do k-linearnih funkcija na kG,
a one su upravo elementi algebarskog duala pkGq˚ i lako se vidi da su im strukture Hopfovih
algebri dualne.
Kao poopc´enje od kpGq u kojem umjesto konacˇnih gledamo algebarske grupe, regularne
funkcije na algebarskoj grupi G nad poljem k cˇine Hopfovu algebru OpGq.
Primjer 6.1.15. Hopfova algebra regularnih funkcija OpGq na afinoj algebarskoj grupi G.
Neka je k polje. Afina k-višestrukost M je skup nultocˇki nekog skupa polinoma u n-dimenzio-
nalnom afinom k-prostoru Am, za neki m. Ti polinomi generiraju ideal IM u k-algebri OpAmq
polinomijalnih funkcija na Am, koja je izomorfna algebri polinoma u m varijabli s koeficijen-
tima iz k,
OpAmq – krx1, . . . , xms.
Topologija Zariskog naM je topologija u kojoj su zatvorene upravo podvišestrukosti odM , a to
su oni podskupoviM 1 ĎM koji su takod¯er k-višestrukosti u ambijentnomAm. Morfizam afinih
k-višestrukosti f : M Ñ N , M Ď Am, N Ď An je preslikavanje f : M Ñ N koje je regularno,
a to za afine mnogostrukosti znacˇi da postoji globalno preslikavanje f˜ : Am Ñ An koje je
dano n-torkom polinomijalnih funkcija i cˇija je restrikcija f˜ |M “ f . Regularna preslikavanja
M Ñ A1 zovemo regularnim funkcijama na M . Algebra regularnih funkcija s množenjem po
tocˇkama je dakle
OpMq “ OpAmq{IM .
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Produkt u kategoriji k-višestrukosti M ˆ N je skup M ˆ N Ď Am ˆ An – Am`n s
induciranom strukturom k-višestrukosti iz Am`n. Lako se vidi da su morfizmi f : M Ñ N
afinih k-višestrukosti u prirodnoj bijekciji s homomorfizmima k-algebri
f˚ “ p´ ˝ fq : OpNq Ñ OpMq
danim pretkompozicijom s f te da postoji kanonski izomorfizam k-algebri
OpM ˆNq – OpMq bk OpNq,
prirodan u M i N . Preslikavanja M Ñ OpMq, f ÞÑ f˚, se proširuju do jake monoidalne antie-
kvivalencije Kartezijeve monoidalne kategorije k-višestrukosti i kategorije konacˇno generiranih
k-algebri bez nilpotentnih elemenata s monoidalnim produktom bk (koji je tamo kategorijski
koprodukt).
Po Nullstellensatzu, ako je k algebarski zatvoreno polje, morfizmi k-višestrukosti iz aps-
traktne tocˇke ˚ u M u bijekciji su s tocˇkama od M kao skupa. Pripadni dualni homomorfizmi
k-algebri OpMq Ñ k – Op˚q su evaluacijski funkcionali u danim tocˇkama evp : f ÞÑ fppq.
Jezgre tih funkcionala su maksimalni ideali uOpMq i svi maksimalni ideali se pojavljuju na taj
nacˇin. Tocˇkama od M dakle odgovaraju maksimalni ideali od OpMq.
Afina algebarska k-grupa je grupa G u kategoriji afinih k-višestrukosti nad poljem k. Mor-
fizam množenja m : GˆGÑ G dakle odgovara homomorfizmu k-algebri
∆ :“ m˚ : OpGq Ñ OpGˆGq – OpGq bOpGq
koji je komnoženje, kojedinica je dana s
 : OpGq Ñ k, f ÞÑ fpeq
gdje je e P G jedinica, a antipod je dan s
pSfqpgq “ fpg´1q, g P G, f P OpGq.
Time algebra funkcijaOpGq postaje Hopfova k-algebra. Svaka komutativna Hopfova k-algebra
koja je konacˇno generirana kao k-algebra i nema nilpotentnih elemenata izomorfna je OpGq za
jedinstvenu algebarsku k-grupu G. Štoviše ta korespodencija se proširuje do antiekvivalencije
kategorija.
Poseban slucˇaj afinih algebarskih k-grupa su linearne algebarske grupe. Linearna alge-
barska grupa je Zariski zatvorena podgrupa grupe GLnpkq, dakle podgrupa od GLnpkq koja
je skup nultocˇki nekog skupa regularnih funkcija na GLnpkq. Algebru regularnih funkcija na
GLnpkqmožemo opisati naprimjer na sljedec´i nacˇin. Ako promatramoGLnpkq kao podskup od
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k2n
2 – A2n2 s obzirom na preslikavanjeM ÞÑ pM ij , pM´1qijqi,jPt1,...,nu kojeM pridružuje kom-
ponente matrice M i matrice M´1, onda jeOpGLnpkqq izomorfna kvocijentu algebre polinoma
u varijablama uij , u¯
i













za i, k “ 1, . . . , n, pri cˇemu su funkcije uji i u¯ji definirane za M P GLnpkq sa uijpMq “ M ij te
u¯ijpMq “ pM´1qij . Gornji indeks je ovdje indeks retka, a donji indeks stupca matrice.
Svaka afina algebarska grupa nad algebarski zatvorenim poljem je izomorfna nekoj linearnoj
algebarskoj grupi ([JantzenAGr], str. 51). Svaka linearna algebarska grupa nad poljem C ima
kanonsku strukturu Liejeve grupe. Naime, GLnpCq je Liejeva grupa, svaki Zariski zatvoren
podskup je ujedno zatvoren u topologiji mnogostrukosti (jer su polinomi neprekidne funkcije
pa je skup nula kao inverzna slika po polinomu nule u polju zatvoren skup) i svaka zatvorena
podgrupa Liejeve grupe je Liejeva grupa.
Primjer 6.1.16. Proizvoljna komutativna Hopfova k-algebra kao Hopfova algebra globalnih
prereza strukturnog snopa afine grupovne k-sheme. Kategorija afinih algebarskih k-višestrukosti
se netrivijalno ulaže u vec´u kategoriju afinih k-shema.
Sjetimo se da je spektar SpecA skup prostih ideala k-algebre A s topologijom Zariskog cˇija
je baza dana glavnim otvorenim skupovima Uf , 0 ‰ f P A koji se sastoje od onih prostih ideala
koji ne sadrže f . Na tom skupu zadaje se jedinstveni snop k-algebri OSpecA takav da je na
glavnim otvorenim skupovimaOSpecApUf q “ Arf´1s i restrikcija sOSpecApUf q naOSpecApUgq
je kanonski homomorfizam k-algebri Arf´1s Ñ Arg´1s kad f dijeli g.
Uzimanje spektra A ÞÑ SpecA se proširuje do antiekvivalencije kategorije Comopk komuta-
tivnih k-algebri i najmanje pune te zatvorene na izomorfizme potkategorije kategorije topolo-
ških prostora opremljenih snopom lokalnih k-algebri; tu potkategoriju zovemo kategorija afinih
k-shema Affk,
Comopk – Affk.
Svaka afina k-shema pX,OXq je dakle po definiciji izomorfna spektru neke komutativne k-
algebre, naime algebre globalnih prereza snopa OX . Ukoliko je ta algebra konacˇno generirana
i bez nilpotenata tada je možemo zapisati kao krx1, . . . , xms{IM za neku k-višestrukost M u
Am. Njene tocˇke su u kanonskoj bijekciji sa zatvorenim tocˇkama afine sheme X , a sve tocˇke
od X odgovaraju svim ireducibilnim podvišestrukostima od M . Te korespodencije se proširuju
do netrivijalnog ulaganja kategorije afinih k-višestrukosti AffVark u kategoriju afinih k-shema,
AffVark ãÑ Affk,
i to ulaganje je kompatibilno s ulaganjem dualne kategorije konacˇno generiranih komutativnih
k-algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnih k-algebri.
Ukoliko komutativna k-algebra ima strukturu Hopfove k-algebre, po dualnosti se ta struk-
tura prenosi do strukture grupe u kategoriji afinih k-shema, odnosno afine grupovne k-sheme.
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Ulaganje kategorije afinih k-višestrukosti u afine k-sheme inducira ulaganje kategorije algebar-
skih k-grupa u kategoriju afinih grupovnih k-shema,
GrppAffVarkq ãÑ GrppAffkq,
i to ulaganje na dualnoj strani odgovara ulaganju kategorije konacˇno generiranih Hopfovih k-
algebri bez nilpotenata u kategoriju svih komutativnih Hopfovih k-algebri. Za razliku od alge-
barskih k-grupa koje se gledaju nad poljem k, k-sheme i grupovne k-sheme promatramo nad
proizvoljnim prstenom k.
Komutativni Hopfovi k-algebroidi poopc´uju dalje ovaj primjer kao struktura na komutativ-
noj k-algebri koja po dualnosti odgovara strukturi grupoida na afinoj k-shemi.
Primjer 6.1.17. Hopfova algebra reprezentativnih funkcija ReppGq na kompaktnoj topološkoj
grupi G. Neka je G kompaktna topološka grupa. Oznacˇimo s CpG,Cq algebru neprekidnih
funkcija na G s vrijednostima u C. Za funkciju f P CpG,Cq kažemo da je reprezentativna ako
je skup njenih lijevih translacija po svim elementima od G konacˇno-dimenzionalan vektorski
potprostor od CpG,Cq, gdje je lijeva translacija za g funkcije f definirana sa
h ÞÑ fpg´1hq, h P G.
Lako se vidi da je f reprezentativna ako i samo ako se pojavljuje kao komponenta matrice neke
konacˇno-dimenzionalne kompleksne reprezentacije grupe G. Naime, ako je pi : G Ñ GLnpCq
reprezentacija od G, iz pipg´1hq “ pipg´1qpiphq imamo piijpg´1hq “ řk piikpg´1qpikjphq što
pokazuje da se za svaki g funkcija h ÞÑ piijpg´1hq može prikazati kao linearna kombinacija
neprekidnih funkcija iz konacˇnog skupa tpikj | k, j P t1, . . . , nuu. Obratno, svaki konacˇno-
dimenzionalni potprostor od CpG,Cq definiran tako reprezentativnom funkcijom je ocˇito inva-
rijantan s obzirom na djelovanje lijevim regularnim translacijama grupe G na CpG,Cq.
Lako se vidi da je algebra ReppGq Hopfova C-algebra, uz standardni koprodukt, kojedinicu
i antipod za algebru funkcija na grupi,
∆pfqpg, hq “ fpghq, pfq “ fp1Gq, pSfqpgq “ fpg´1q,
za f P ReppGq i g, h P G. [Khalkhali] str. 33.
Ako je G Liejeva grupa, algebra ReppGq je podalgebra algebre glatkih funkcija C8pG,Cq s
vrijednostima uC. Naime, svaki neprekidni homomorfizam Liejevih grupa je automatski glatko
preslikavanje, pa je svaka neprekidna konacˇno-dimenzionalna reprezentacija Liejeve grupe i
time svaka reprezentativna funkcija glatka. [Timmermann] str. 33.
Primjer 6.1.18. Univerzalna omotacˇka algebra Upgq Liejeve algebre g je kokomutativna Hop-
fova algebra. Po definiciji [BourbakiLie, Helgason, CannWeinst], univerzalna omotacˇka algebra
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Upgq Liejeve algebre g je kvocijent tenzorske algebre T pgq “ ‘ně0gbn po dvostranom idealu
I generiranom s xb y ´ y b x´ rx, ys za x, y P g,
Upgq “ T pgq{I.
To je asocijativna algebra i kanonsko preslikavanje i : g Ñ Upgq, inducirano prirodnom ink-
luzijom g ãÑ T pgq, je univerzalno u smislu da se svako linearno preslikavanje a : g Ñ A cˇija
je kodomena asocijativna algebra i za koje vrijedi aprx, ysq “ apxqapyq ´ apyqapxq na jedins-
tveni nacˇin faktorizira kroz i. Koristec´i univerzalno svojstvo od Upgq lako se vidi da su dobro
definirani i jedinstveni homomorfizmi algebri ∆: Upgq Ñ Upgq b Upgq i  : Upgq Ñ k, te
antihomomorfizam algebri S : Upgq Ñ Upgq, odred¯eni sa
∆pXq “ 1bX `X b 1, pXq “ 0, SpXq “ ´X,
za X P g. Zatim se provjeri da je pUpgq,∆, , Sq kokomutativna Hopfova algebra. Ona je ko-
mutativna ako i samo ako je g abelova Liejeva algebra i tada je Upgq jednaka Spgq, simetricˇnoj
algebri od g. [Khalkhali]
Za konacˇno-dimenzionalnu Liejevu algebru g, elementi Xα11 ¨ ¨ ¨Xαnn za α1, . . . , αn ě 0,
gdje je X1, . . . , Xn baza Liejeve algebre g, cˇine bazu vektorskog prostora Upgq po Poincaré-
Birkhoff-Wittovom teoremu.
Primjer 6.1.19. Algebarski dual UpgLq˚ univerzalne omotacˇke algebre UpgLq je unutrašnja
Hopfova algebra u kategoriji proVectFin, dualna Hopfovoj algebri UpgLq u indVectFin. Alge-
bra J8pG, eq formalnih funkcija oko jedinice Liejeve grupe G cˇija je Liejeva algebra gL njoj je
izomorfna unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji proVectFin.
Algebarski dual UpgLq˚ možemo shvatiti i u terminima formalne geometrije na Liejevoj
grupi G cˇija je Liejeva algebra gL. Sjetimo se da je svaka Liejeva grupa G ujedno analiticˇka
mnogostrukost sa strukturom grupe za koju su množenje i inverz analiticˇka preslikavanja. Ana-
liticˇke funkcije naG (i globalne i one definirane na okolini jedinice e) odred¯ene su svojim redom
oko jedinice e. Po teoremu É. Borela [EBorel] svaki red potencija Taylorov je red neke glatke
funkcije oko 0. Formalna funkcija oko tocˇke e na analiticˇkoj mnogostrukosti M je klasa ekvi-
valencije parova pU, fq gdje je U Q e domena otvorene karte oko e i f : U Ñ R glatka funkcija
pri cˇemu su dvije funkcije u istoj klasi ako i samo ako imaju jednake Taylorove redove u e u
nekoj karti. Ta relacija ekvivalencije ne ovisi o izboru karte jer su prijelazi med¯u kartama anali-
ticˇki. Formalne funkcije u e cˇine algebru J8pM, eq s obzirom na aritmetiku formalnih redova.
Nas zanima slucˇaj kad je M “ G i e je jedinica Liejeve grupe G. Algebra J8pG, eq formalnih
funkcija oko jedinice Liejeve grupe G izomorfna je upotpunjenoj simetricˇnoj algebri Sˆpg˚q,
a algebra analiticˇkih funkcija njena je podalgebra. Algebra UpgLq je Hopfova algebra lijevo
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invarijantnih diferencijalnih operatora na Liejevoj grupi G, ona je beskonacˇno-dimenzionalna i
filtrirana stupnjem diferencijalnog operatora, dakle objekt u indVectFin. Sparivanje
x , y : UpgLq b J8pG, eq Ñ R
je definirano kompozicijom djelovanja diferencijalnog operatora na funkciju i evaluacije rezul-
tata u jedinici e, to jest xD, fy :“ Dfpeq; to sparivanje poistovjec´uje dualnu algebru od UpgLq
s algebrom formalnih funkcija oko jedinice J8pG, eq. Više detalja je u pododjeljku 9.6.5.
Mi c´emo, na temelju propozicije 5.3.5 o dualnosti u kategoriji indproVect, pokazati da
je UpgLq˚ unutrašnja Hopfova algebra u proVectFin dualna Hopfovoj algebri UpgLq, vidi is-
kaz propozicije 9.4.3. Time dakle J8pG, eq – UpgLq˚ postaje unutrašnja Hopfova algebra u
proVectFin, dualna Hopfovoj algebri UpgLq.
Primjer 6.1.20. Kvantizirana univerzalna omotacˇka algebra Uqpgq za konacˇno-dimenzionalnu
kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g je Hopfova algebra. Definicija kvantne grupe Uqpsl2q
dana je u pododjeljku 9.9.1.
6.2 Moduli i komoduli
Definicija 6.2.1. (Unutarnji) lijevi modul nad monoidom pA, µ, ηq u monoidalnoj kategoriji
V “ pV ,b, k, a, l, rq je par pM, νq gdje je M objekt u V i ν : A bM Ñ M morfizam (koji
nazivamo lijevo djelovanje monoida A na objekt M ) takav da vrijedi
ν ˝ pidA b νq ˝ aA,A,M “ ν ˝ pµb idMq : pAb Aq bM ÑM
ν ˝ pη b idMq “ lM : k bM ÑM.
Desni modul nad pA, µ, ηq je par pN, ξq gdje je N objekt i ξ : N b A Ñ N morfizam (koji
nazivamo desno djelovanje monoida A na objekt N ) takav da vrijedi
ξ ˝ pξ b idAq “ ξ ˝ pidN b µq ˝ aN,A,A : pN b Aq b AÑ N
ξ ˝ pidN b ηq “ rN : N b k Ñ N.
Lijevi (odnosno desni) modul nad bimonoidom pB, µ, η,∆, q u simetricˇnoj monoidalnoj kate-
goriji V “ pV ,b, k, a, l, r, τq je (odnosno desni) modul nad monoidom pB, µ, ηq.
6.2.2. Ponekad je, posebno u racˇunima, korisno za lijevo djelovanje monoida koristiti simbol §
i za desno djelovanje simbol đ (ponekad s dodatnim modifikatorima, npr. donjim ili gornjim in-
deksima). Naime, ti simboli c´e u racˇunima s (genericˇkim) elementima slijediti sintaksu binarne
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operacije, dakle §pn, hq pisat c´emo n § h. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji gore navedena
svojstva su redom, za lijevi modul:
a § pa1 §mq “ paa1q §m, 1A §m “ m
i za desni modul:
pn đ aq đ a1 “ n đ paa1q, n đ 1A “ n.
Komnoženje ∆ u bialgebri B omoguc´ava da tenzorski produkt B-modula bude B-modul,
tj. omoguc´ava definiciju tenzorskog produkta u kategoriji B-modula.
Definicija 6.2.3. Neka je pB, µ, η,∆, q bialgebra u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V . Ten-
zorski produkt desnihB-modula pM, νMqbpN, νNq je desniB-modul pMbN, νMbNq u kojem
je νMbN kompozicija (zapis je bez asocijatora)
M bN bB idMbNb∆ÝÑ M bN bB bB idMbτN,BbidBÝÑ M bB bN bB νMbνNÝÑ M bN,
što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za m PM , n P N , b P B,
pmb nq đ b “ pm đ bp1qq b pn đ bp2qq,
gdje smo sva djelovanja, νM , νN , νMbN oznacˇili simbolom đ.
Slicˇno, kojedinica  bialgebre B definira strukturu desnog B-modula na jedinicˇnom objektu
k koju nazivamo desni trivijalni B-modul , naime
νk “ rk ˝ pidk b q : k bB Ñ k
gdje je rk : k b k – k koherencija jedinice. U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za λ P k,
b P B, to je
λ đ b “ λpbq.
Time kategorija desnih B-modula postaje monoidalna kategorija kojoj je jedinicˇni objekt trivi-
jalni B-modul.
Slicˇno se za bialgebru B definira tenzorski produkt lijevih B-modula i trivijalni lijevi B-
modul, što c´emo navesti u sljedec´oj propoziciji.
Propozicija 6.2.4. Neka jeB bialgebra u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji pV ,b, k, a, l, r, τq.
Tada je kategorija lijevih B-modula u V monoidalna kategorija. Naime, ako su νM : BbM Ñ
M i νN : B bN Ñ N lijeva B-djelovanja, tada je formulom (bez pisanja asocijatora)
pνM b νNq ˝ pidB b τB,M b idNq ˝ p∆b idM b idNq : B bM bN ÑM bN,
dano lijevo B-djelovanje na tenzorskom produktu M b N , a jedinicˇni objekt je trivijalni B-
modul koji je dan objektom k s djelovanjem B b k bidkÝÑ k b k –Ñ k.
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U slucˇaju kad je V kategorija vektorskih prostora, ako jeB Hopfova algebra, onda uz pomoc´
njenog antipoda S na dualu M˚ “ HomkpM,kq H-modula M dobivamo strukturu "dualnog"
modula sa: ph§ fqpmq :“ fpSphq§mq ako je modul lijevi, odnosno pf đhqpmq “ fphđSpmqq
ako je desni, za h P H , f P M˚, m P M . Dakle reprezentacije Hopfove k-algebre cˇine
monoidalnu kategoriju s dualima.
Komoduli nad koalgebrom su pojam dualan pojmu modula nad algebrom.
Definicija 6.2.5. Neka je pC,∆, q koalgebra u monoidalnoj kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, rq.
Lijevi C-komodul je par pM,λq gdje je M objekt u V i λ : M Ñ CbM morfizam (koji zovemo



















Desni C-komodul je par pN, ρq gdje je N objekt u V i ρ : N Ñ N b C morfizam (koji zovemo
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6.2.6. Za kodjelovanja se proširuje Sweedlerova notacija, gdje cˇlan s oznakom r0s pripada mo-
dulu. Za desna kodjelovanja tako pišemo ρpnq “ řnr0s b nr1s, a za lijeva kodjelovanja
λpmq “ řmr´1s b mr0s. Prvi i drugi aksiom desnog komodula su tada (koherencije su za-
nemarene u notaciji)ÿ
nr0s b nr1sp1q b nr1sp2q “
ÿ
nr0sr0s b nr0sr1s b nr1s “:
ÿ
nr0s b nr1s b nr2s,
nr0spnr1sq “ n,
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a prvi i drugi aksiom lijevog komodulaÿ
mr´1sp1q bmr´1sp2q bmr0s “
ÿ




6.2.7. Ako je pB, µ, η,∆, q, onda je kategorija lijevih B-komodula takod¯er monoidalna uz
djelovanje na tenzorski produkt objekata dano s
pM,λMq b pN, λNq :“ pM bN, pµb idM b idNq ˝ pidB b τM,B b idNq ˝ pλM b λNqq,
ili, u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, s
λMbNpmb nq “ mr´1snr´1s bmr0s b nr0s.
Kategorija desnih B-komodula takod¯er je tada monoidalna uz djelovanje na tenzorski produkt
objekata dano s
pM,ρMq b pN, ρNq :“ pM bN, pidM b idN b µq ˝ pidM b τB,N b idBq ˝ pρM b ρNqq,
što je u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
ρMbNpmb nq “ mr0s b nr0s bmr1snr1s.
6.3 Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt
Neka je B bialgebra u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V . Algebru u monoidalnoj kategoriji
lijevih (desnih) B-modula zovemo lijevom (desnom) B-modulnom algebrom, a pripadno B-
djelovanje Hopfovim B-djelovanjem na tu algebru, kako je opisano u sljedec´oj definiciji.
Definicija 6.3.1. Neka je pA, µA, ηAq algebra i pB, µB, ηB,∆, q bialgebra u simetricˇnoj mono-
idalnoj kategoriji V . Desno djelovanje đ : A b B Ñ A je desno Hopfovo djelovanje (sinonim:
A je desna B-modulna algebra) ako dijagrami
Ab AbB idAbAb∆ //
µA







AbB đ // A






Ab k rA // A
komutiraju.
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U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, uvjeti da je desno djelovanje Hopfovo mogu se zapi-
sati, za a, a1 P A, b, b1 P B, kao
paa1q đ b “ pa đ bp1qqpa1 đ bp2qq
1A đ b “ pbq1A
Definicija 6.3.2. Poludirektni produkt (engl. (smash product) B7A bialgebre pB, µB, ηB,∆, q
i desne B-modulne algebre pA, µA, ηAq u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V sa simetrijom τ
je monoid B7A “ pB b A, µB7A, ηB7Aq u V gdje je morfizam množenja µB7A kompozicija
pB b Aq b pB b Aq
idBbAb∆bidA

pB b Aq b ppB bBq b Aq
idBbτA,BbidBbidA

B bB b AbB b A
µBbpŽbidAq





i jedinica ηB7A “ ηB b ηA (bez pisanja koherencija).
Definicija množenja i jedinice u poludirektnom produktu može se u apstraktnoj Sweedlero-
voj notaciji zapisati
pb7aqpb17a1q “ bb1p1q7pa đ b1p2qqa1, a, a1 P A, b, b1 P B,
1B7A “ 1B71A,
gdje (radi naglašavanja) pišemo a7b :“ ab b. Primijetimo podalgebre 1B7A – A i B71A – B.
Slicˇno definiramo lijevo Hopfovo djelovanje § : B b AÑ A i poludirektni produkt A7B, u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
b § paa1q “ pbp1q § aq ¨ pbp2q § a1q
b § 1A “ pbq1A
pa7bqpa17b1q “ apbp1q § a1q7bp2qb1, a, a1 P A, b, b1 P B
Množenje na poludirektnom produktu A7B (odnosno B7A) je definirano upravo tako da proši-
renje Hopfovog djelovanjaB naA i djelovanjaA naA induciranog množenjem bude djelovanje
A7B na A (odnosno B7A na A).
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6.4 Hopfovo sparivanje, Heisenbergovo udvojenje
Definicija 6.4.1. Hopfovo sparivanje dviju Hopfovih algebri A i H u simetricˇnoj monoidalnoj
kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, r, τq je morfizam x , y : AbH Ñ k u V sa svojstvima:
xab, hy “ xab b,∆hy,
x1A, hy “ phq,
x∆a, hb gy “ xa, hgy,
paq “ xa, 1Hy,
xSa, hy “ xa, Shy.
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za a, b P A, h, g P H , pri cˇemu je sparivanje A b A i
H bH inducirano sparivanjem po komponentama.
Drugim rijecˇima, množenje na H je formalno dualno komnoženju na A, množenje na A
formalno dualno komnoženju na A i antipodi su im med¯usobno dualni.
6.4.2. Neka je sada A konacˇno-dimenzionalna Hopfova k-algebra. Tada je njen k-linearni dual
A˚ “ HomkpA, kq Hopfova k-algebra na jedinstveni nacˇin takav da je kanonsko sparivanje
x , y : Ab A˚ Ñ k, xa, fy “ fpaq, Hopfovo sparivanje. Iz osnova linearne algebre znamo da je
to sparivanje nedegenerirano u obje varijable. Množenje u A˚ definirano tako tada nije nužno
standardno množenje funkcionala po tocˇkama. Tada možemo definirati Hopfova djelovanja
đ : Ab A˚ Ñ A, Ż : Ab A˚ Ñ A˚
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji sa:
d đ f “ xdp1q, fydp2q, d Ż f “ fp1qxd, fp2qy.
Buduc´i da je sparivanje nedegenerirano možemo rec´i da je prvo djelovanje Hopfovo djelovanje
odred¯eno jedinstveno sa: xd đ f, gy “ xd, fgy za svaki g P A˚, a drugo Hopfovo djelovanje
odred¯eno jedinstveno sa: xe, d Ż fy “ xed, fy za svaki e P A.
Definicija 6.4.3. Heisenbergovo udvojenje konacˇno-dimenzionalne Hopfove k-algebre A je
poludirektni produkt A˚7A s obzirom na desno Hopfovo djelovanje đ Hopfove algebre A˚ na A
kao iznad:
f7d ¨ g7e “ fgp1q7pd đ gp2qqe “ fgp1q7xdp1q, gp2qydp2qe
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za f , g P A˚, d, e P A. Isti produkt na A˚ b A dobije se
od lijevog djelovanja Ż od A na A˚ definiranog iznad jer je:
fpdp1q Ż gq7dp2qe “ fgp1qxdp1q, gp2qy7dp2qe “ fgp1q7xdp1q, gp2qydp2qe “ fgp1q7pd đ gp2qqe
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Propozicija 6.4.4. Neka su A i H Hopfove algebre u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V i
neka je x , y : AbH Ñ k Hopfovo sparivanje u V . Tada su morfizmi u V
đ : AbH Ñ A, Ż : AbH Ñ H
definirani kao kompozicije
đ : AbH Ab AbH AbH b A k b A A∆AbidH idAbτA,H x,ybidA –
Ż : AbH AbH bH H b AbH H b k HidAb∆H τA,HbidH idHbx,y –
tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za d P A, f P H , sa:
d đ f “ xdp1q, fydp2q, d Ż f “ fp1qxd, fp2qy
redom desno i lijevo djelovanje u V . Ta djelovanja definiraju isti poludirektni produkt H7A.
6.5 Yetter-Drinfeldovi moduli i modulne algebre
U ovom odjeljku koristimo apstraktnu Sweedlerovu notaciju bez napominjanja.
Definicija 6.5.1. Neka je H bialgebra u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V . Desno-lijevi
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrom H je objekt M u V koji je desni H-modul uz desno
djelovanje đ : M b H Ñ M i lijevi H-komodul uz lijevo kodjelovanje ρ : M Ñ H bM , u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji m ÞÑ mr´1s bmr0s, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov
uvjet kompatibilnosti:
hp2qpm đ hp1qqr´1s b pm đ hp1qqr0s “ mr´1shp1q b pmr0s đ hp2qq, h P H,m PM.
6.5.2. Objekti kategorije desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u V su
desno-lijevi Yetter-Drinfeldovi moduli, a morfizmi te kategorije su morfizmi desnih H-modula
i lijevih H-komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt u V i djelovanje i
kodjelovanje H na tenzorske produkte objekata definirano na sljedec´i nacˇin. Desno djelovanje
H na tenzorski produkt M bN i jedinicˇni objekt k definirano je sa:
M bN bH ÑM bN, pmb nq đ h “ pm đ hp1qq b pn đ hp2qq,
k bH Ñ k, 1k đ h “ phq1k
a lijevo kodjelovanje H na M bN i k sa:
M bN Ñ H bM bN, mb n ÞÑ nr´1smr´1s bmr0s b nr0s
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k Ñ H b k, 1k ÞÑ 1H b 1k
Lako se provjeri da ta preslikavanja zadovoljavaju aksiome za djelovanje odnosno kodjelova-
nje. Kodjelovanje ovdje nije definirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji
lijevih H-komodula, vec´ je redoslijed faktora mr´1s i nr´1s ovdje obrnut. Uz ovako definirano
kodjelovanje lako se vidi da je tenzorski produkt M bN desno-lijevi Yetter-Drinfeldov modul:
hp3qppmb nq đ hqr´1s b ppmb nq đ hqr0s “
“ hp3qppm đ hp1qq b pn đ hp2qqqr´1s b ppm đ hp1qq b pn đ hp2qqqr0s “
“ hp3qpn đ hp2qqr´1spm đ hp1qqr´1s b pm đ hp1qqr0s b pn đ hp2qqr0s “ (i)
“ nr´1shp2qpm đ hp1qqr´1s b pm đ hp1qqr0s b pnr0s đ hp3qq “ (ii)
“ nr´1smr´1shp1q b pmr0s đ hp2qq b pnr0s đ hp3qq “
“ pmb nqr´1shp1q b ppmb nqr0s đ hp2qq
pri cˇemu smo u (i) koristili Yetter-Drinfeldovo svojstvo od N (sa hp2q umjesto h) i u (ii) Yetter-
Drinfeldovo svojstvo od M . Uz standardno definirano kodjelovanje to ne bi vrijedilo. Ta mo-
noidalna kategorija ima predpletenicˇastu simetriju (engl. pre-braiding)
τM,N : M bN Ñ N bM, τM,Npmb nq “ pn đmr´1sq bmr0s.
Lako se vidi da je svaki τM,N zaista morfizam desnih H-modula i lijevih H-komodula.
6.5.3. Algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u si-
metricˇnoj monoidalnoj kategoriji V je dakle algebra M u V uz množenje µM : M bM Ñ M i
jedinicu ηM : k Ñ M koji su morfizmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,
množenje i jedinica su morfizmi desnih H-modula u V:
pm ¨m1q đ h “ pm đ hp1qq ¨ pm1 đ hp2qq
1M đ h “ 1k đ h “ phq1k
to jest desno djelovanje đ je Hopfovo djelovanje, i morfizmi su lijevih H-komodula u V:
pm ¨m1qr´1s b pm ¨m1qr0s “ m1r´1smr´1s bmr0sm1r0s
1H b 1M “ 1H b 1M .
Ta algebra je pletenicˇasto-komutativna ako vrijedi µM ˝ τM,M “ µM to jest ako je
m ¨m1 “ pm1 đmr´1sq ¨mr0s,
gdje je τ predpletenicˇasta simetrija u toj kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula.
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Napomena 6.5.4. Pretpostavimo da je M desni H-modul i lijevi H-komodul u simetricˇnoj
monoidalnoj kategoriji V . Ako je (i) pripadno desno djelovanje đ : M bH ÑM Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro definiran poludirektni produkt H7M i možemo pripadno kodjelovanje ρ
gledati kao morfizam ρ : M Ñ H7M . Koristec´i množenje na algebri H7M sva dosad navedena
svojstva možemo zapisati u krac´em obliku kako slijedi. (ii) Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo
svojstvo od M nad H je:
hp2q ¨ ρpm đ hp1qq “ ρpmq ¨ h, m PM,h P H.
Ako je M algebra u V uz množenje µM i jedinicu ηM , uvjet da je ona (iii) pletenicˇasto-
komutativna možemo zapisati ovako:
m ¨m1 “ m1 đ ρpmq, m,m1 PM
i zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv) µM morfizam lijevih H-komodula u V
možemo zapisati ovako:
ρpm ¨m1q “ ρpm1q ¨ ρpmq, m,m1 PM.
Za algebru M u V koja je desni H-modul i lijevi H-komodul dovoljno je provjeriti (i), (ii),
(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona desno-lijeva pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u V .
Analogno se definira kategorija lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom
H , kako slijedi.
Definicija 6.5.5. Neka je H bialgebra u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V . Lijevo-desni
Yetter-Drinfeldov modul nad bialgebrom H je objekt M u V koji je lijevi H-modul uz lijevo
djelovanje § : H bM Ñ M i desni H-komodul uz desno kodjelovanje ρ : M Ñ M b H , u
apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji m ÞÑ mr0s b mr1s, takav da zadovoljava Yetter-Drinfeldov
uvjet kompatibilnosti:
php1q §mr0sq b hp2qmr1s “ php2q §mqr0s b php2q §mqr1shp1q
6.5.6. Objekti kategorije lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u V su
lijevo-desni Yetter-Drinfeldovi moduli, a morfizmi te kategorije su morfizmi lijevih H-modula
i desnih H-komodula. Ona je monoidalna kategorija uz tenzorski produkt u V i djelovanje i
kodjelovanje H na tenzorske produkte objekata definirano na sljedec´i nacˇin. Lijevo djelovanje
H na tenzorski produkt M bN i jedinicˇni objekt k definirano je sa:
H bM bN ÑM bN, h § pmb nq “ php1q §mq b php2q § nq,
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H b k Ñ k, h § 1k “ phq1k
a desno kodjelovanje H na M bN i k sa:
M bN ÑM bN bH, mb n ÞÑ mr0s b nr0s b nr1smr1s
k Ñ k bH, 1k ÞÑ 1k b 1H
Kodjelovanje ovdje nije definirano kao standardno kodjelovanje u monoidalnoj kategoriji desnih
H-komodula, vec´ je redoslijed faktora mr1s i nr1s ovdje obrnut. Ta monoidalna kategorija ima
predpletenicˇastu simetriju
τ 1M,N : M bN Ñ N bM, τ 1M,Npmb nq “ nr0s b pnr1s §mq.
6.5.7. Algebra u kategoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula nad bialgebrom H u si-
metricˇnoj monoidalnoj kategoriji V je dakle algebra M u V uz množenje µM : M bM Ñ M i
jedinicu ηM : k Ñ M koji su morfizmi u toj kategoriji Yetter-Drinfeldovih modula. Detaljnije,
množenje i jedinica su morfizmi lijevih H-modula u V:
h § pm ¨m1q “ php1q §mq ¨ php2q §m1q
h § 1A “ h § 1k “ phq1k
to jest lijevo djelovanje § je Hopfovo djelovanje, i morfizmi su desnih H-komodula u V:
pm ¨m1qr0s b pm ¨m1qr1s “ mr0s bm1r0s bm1r1smr1s
1M b 1H “ 1M b 1H .
Ta algebra je pletenicˇasto-komutativna ako vrijedi µM ˝ τ 1M,M “ µM to jest ako je
m ¨m1 “ m1r0s ¨ pm1r1s §mq,
gdje je τ predpletenicˇasta simetrija u toj kategoriji lijevo-desnih Yetter-Drinfeldovih modula.
Napomena 6.5.8. Pretpostavimo da je M lijevi H-modul i desni H-komodul u simetricˇnoj
monoidalnoj kategoriji V . Ako je (i) pripadno lijevo djelovanje § : H bM ÑM Hopfovo dje-
lovanje, onda je dobro definiran poludirektni produkt M7H i možemo pripadno kodjelovanje ρ
gledati kao morfizam ρ : M ÑM7H . Koristec´i množenje na algebri M7H sva dosad navedena
svojstva možemo zapisati u krac´em obliku kako slijedi. (ii) Lijevo-desno Yetter-Drinfeldovo
svojstvo od M nad H je:
h ¨ ρpmq “ ρphp2q §mq ¨ hp1q, m PM,h P H.
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Ako je M algebra u V uz množenje µ i jedinicu η, uvjet da je ona (iii) pletenicˇasto-komutativna
možemo zapisati ovako:
m ¨m1 “ ρpm1q §m, m,m1 PM
i zatim, ako vrijedi prethodno svojstvo, uvjet da je (iv) µ morfizam H-komodula u V možemo
zapisati ovako:
ρpm ¨m1q “ ρpm1q ¨ ρpmq, m,m1 PM.
Za algebru M u V koja je lijevi H-modul i desni H-komodul dovoljno je provjeriti (i), (ii),
(iii), (iv) redom da se utvrdi da je ona lijevo-desna pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u V .
6.6 Tenzorski produkti nad unutrašnjim monoidom
6.6.1 Tenzorski produkt nad bazom
Definicija 6.6.1. Neka je V “ pV ,b, kq monoidalna kategorija koja dopušta koujednacˇitelje i
neka oni komutiraju s tenzorskim produktom. Neka je pR, µ, ηq monoid u V , ρ : N b R Ñ N
desno R-djelovanje i λ : R bM Ñ M lijevo R-djelovanje. Tenzorski produkt desnog (unu-
tarnjeg) R-modula pN, ρq i lijevog (unutarnjeg) R-modula pM,λq je koujednacˇitelj (s vrhom
N bRM )
N bR bM ρbidM //
idNbλ
// N bM // N bRM (6.1)
Monoid R cˇesto zovemo baza tenzorskog produkta bR. Da bismo razlikovali tenzorski
produktbR od monoidalnog produkta u V , zovemo ga i tenzorski produkt nad monoidom R (ili
bazom R). U dijagramu (6.1) N bR M oznacˇava vrh koujednacˇitelja koji je samo objekt u V
bez dodatnih djelovanja. Taj vrh takod¯er smatramo tenzorskim produktom nad monoidom R.
6.6.2 Unutrašnji bimoduli
Neka su R, S monoidi u monoidalnoj kategoriji V “ pV ,b, k, a, l, rq.
Definicija 6.6.2. R-S-bimodul je trojka pM, νR, νSq takva da je M objekt u V , par pM, νRq je
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lijevi R-modul, pM, νSq desni S-modul i djelovanja νR i νS komutiraju u smislu da dijagram













6.6.3 Tenzorski produkt unutrašnjih bimodula
Malo više pažnje moramo posvetiti tenzorskom produktu nad monoidom modula s bimodu-
lom, bimodula s modulom ili bimodula s bimodulom, u nekoj monoidalnoj kategoriji V . Da
bi dodatno djelovanje na bimodulu, koje nije iskorišteno u tenzorskom produktu modula, indu-
ciralo djelovanje na tenzorskom produktu modula potrebno je da koujednacˇitelji komutiraju s
tenzorskim produktom u smislu definicije 2.2.5.
Neka je dakle R “ pR, µR, ηRq monoid u V i neka su NR “ pN, Žq te RM “ pM, Żq redom






11 N bM // NR bR RM. (6.2)
Naravno, taj koujednacˇitelj ne mora uvijek postojati. Obicˇno sam vrh koujednacˇitelja takod¯er
zovemo tenzorskim produktom i oznacˇavamo pojednostavljeno N bRM .
Neka je S “ pS, µS, ηSq monoid u V i neka je RMS “ pM, ŻR, ŽSq unutrašnji R-S-bimodul
u V . To znacˇi da djelovanja ŻR i ŽS komutiraju u smislu da ŻR˝pidRbŽSq “ ŽS˝pŻRbidSq : Rb
M b S Ñ M . Pretpostavimo da monoidalni produkt u V komutira s koujednacˇiteljima. To
znacˇi da ako tenzoriramo dijagram za koujednacˇitelj (6.2) sa S zdesna, dobit c´emo dijagram za
koujednacˇitelj, pa možemo koristiti njegovo univerzalno svojstvo. Ukoliko tenzorski produkt
pN, ŽRq bR pM, ŻRq postoji, tada njegov vrh ima desno djelovanje ν od S dano univerzalnim
svojstvom koujednacˇitelja:






00 N bM b S
idNb ŽS








11 N bM // NR bR RM
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Time dobivamo desni unutrašnji S-modul NR bR RMS u V . Analogno, promatrajuc´i dodatno
lijevo pP, µP , ηP q-djelovanje na N , tenzorski produkt unutrašnjeg P -R-bimodula PNR i unu-
trašnjeg R-S-bimodula RMS postaje unutrašnji P -S-bimodul PN bRMS “ PNR bR RMS .
Ukoliko je A monoid u monoidalnoj kategoriji V s koujednacˇiteljima koji komutiraju s




Unutarnji bialgebroid i Hopfov algebroid
Ovo poglavlje bavi se internalizacijom pojmova bialgebroida i Hopfovih algebroida. Ova di-
sertacija je uglavnom posvec´ena razradi neke klase unutarnjih Hopfovih algebroida u kategoriji
indproVect filtrirano-kofiltriranih vektorskih prostora.
Najprije, radi motivacije (i objašnjenja nekih pojmova iz uvoda disertacije) obrad¯ujemo po-
jam grupoida i njegovog poopc´enja u monoidalnim kategorijama, unutarnjeg grupoida. Naime,
dualni objekt grupoidu, kogrupoid u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji komutativnih k-algebri
je komutativni Hopfov algebroid nad komutativnom bazom. Komutativan bialgebroid je gotovo
komutativan Hopfov algebroid, jedino mu nedostaje jedan strukturni morfizam, antipod.
Nekomutativno poopc´enje su asocijativni k-bialgebroidi iz [Lu], cˇija aksiomatika je dalje
raspravljana u [Xu, BrzMil, BohmHAlg, SS]. U drugom odjeljku razrad¯ujemo internaliziranu
verziju tog pojma (prema G. Böhm [BohmInt]) u kontekstu simetricˇne monoidalne kategorije s
koujednacˇiteljima koji komutiraju s tenzorskim produktom. Na toj internalizaciji bialgebroida
u trec´em odjeljku baziramo novu definiciju internaliziranog Hopfovog algebroida. Opravdanje
same definicije zahtijeva nešto više pažnje nego u kategoriji vektorskih prostora, gdje je defini-
ciju simetricˇnog Hopfovog algebroida razvila G. Böhm [BohmAlt, BohmSzlach] ispravljajuc´i
neke nedostatke nesimetricˇnih Hopfovih algebroida prema J-H. Lu [Lu].
7.1 Grupoidi i unutarnji grupoidi
Ovaj odjeljak nije korišten u formulaciji i dokazivanju novih rezultata u disertaciji, ali pripada
pojmovlju koje motivira koncept Hopfovih algebroida. Naime, konacˇno generirani komutativni
Hopfovi k-algebroidi bez nilpotenata su unutarnji kogrupoidi u kategoriji konacˇno generira-
nih komutativnih algebri bez nilpotenata, odnosno cˇine kategoriju dualnu kategoriji grupoida u
kategoriji afinih k-višestrukosti.
Pojam grupoida je u matematiku uveo H. Brandt [Brandt] 1927. godine kao skup s asoci-
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jativnom parcijalno definiranom binarnom operacijom koja zadovoljava niz aksioma. Modernu
definiciju, internalizaciju i geometrijske primjene razvio je C. Ehresmann. Slijedi moderna
definicija.
Definicija 7.1.1. (Diskretan) grupoid je mala kategorija u kojoj je svaki morfizam invertibilan.
Morfizam grupoida je funktor. Diskretni grupoidi i njihovi morfizmi cˇine kategoriju
Gpd “ GpdpSetq.
Ako jeG diskretan grupoid njegovi objekti cˇine dakle skupG0 i morfizmi skupG1. Svakom
morfizmu f iz G1 možemo pridružiti njegovu domenu dompfq i kodomenu codpfq, što definira
preslikavanja dom, cod: G1 Ñ G0. Skup svih parova pg, fq P G1 ˆ G1 koji su kompozabilni,
tj. za koje vrijedi codpgq “ dompfq, je povlak G1 ˆG0 G1 dan univerzalnim konusom








Dakle, kompozicija je preslikavanje m : G1 ˆG0 G1 Ñ G1, mpg, fq “ g ˝ f . Uveli smo novi
simbol m jer c´emo koristiti kompoziciju preslikavanja m s drugim preslikavanjima.
Propozicija 7.1.2. Grupoid G je odred¯en sedmorkom pG0, G1, dom, cod,m, 1, iq, gdje je G0
skup objekata (ili jedinica) grupoida, G1 skup morfizama grupoida, dom: G1 Ñ G0 funk-
cija uzimanja domene, cod: G1 Ñ G0 funkcija uzimanja kodomene, m : G1 ˆG0 G1 Ñ G1,
pg, fq ÞÑ g ˝ f funkcija kompozicije, 1: G0 Ñ G1, x ÞÑ idx funkcija uzimanja identitete i
i : G1 Ñ G1, f ÞÑ f´1 funkcija uzimanja dvostranog inverza. Ta strukturna preslikavanja
zadovoljavaju sljedec´e identitete
m ˝ pmˆG0 idG1q “ m ˝ pidG1 ˆG0 mq : G1 ˆG0 G1 ˆG0 G1 Ñ G1, (7.1)
cod ˝ p1 “ cod ˝m, dom ˝ p2 “ dom ˝m, (7.2)
dom ˝ 1 “ idG0 , cod ˝ 1 “ idG0 , (7.3)
m ˝ pidG1 ˆG0 1q “ idG1 “ m ˝ p1ˆG0 idG1q, (7.4)
uz identifikacije G1 ˆG0 G0 – G1 – G0 ˆG0 G1, te zahtjeve za funkciju uzimanja inverza i,
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Definicija 7.1.3. Grupoid u kategoriji C je sedmorka pG0, G1, dom, cod,m, 1, iq u kojoj su
G0, G1 objekti u C, postoje povlaci G1 ˆG0 G1 i G1 ˆG0 G1 ˆG1 G0, a dom, cod: G1 Ñ G0,
m : G1 ˆG0 G1 Ñ G1, 1: G0 Ñ G1 i i : G1 Ñ G1 su morfizmi u C koji zadovoljavaju iden-
tite (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) u kategoriji C. Morfizam grupoida u C,
F “ pF0, F1q : pG0, G1, dom, cod,m, 1, iq Ñ pG10, G11, dom1, cod1,m1, 11, i1q,
je par morfizama F0 : G0 Ñ G10, F1 : G10 Ñ G11 u C koji komutiraju sa strukturnim morfizmima
u smislu da vrijedi dom1˝F1 “ F0˝dom, cod1˝F1 “ F0˝cod, F0˝m “ m1˝F0, F1˝1 “ 11˝F0
i i1 ˝ F1 “ F1 ˝ i. Grupoidi u C i njihovi morfizmi cˇine kategoriju
GpdpCq.
Osim diskretnih grupoida, tj. grupoida u Set, poznati geometrijski primjer cˇine Liejevi
grupoidi. Liejev grupoid se može definirati kao unutarnji grupoid u kategoriji glatkih mno-
gostrukosti. Kategorija glatkih mnogostrukosti nema ujednacˇitelje nekih glatkih preslikavanja
pa ne dopušta ni povlake proizvoljnih parova morfizama s istom kodomenom. Ipak, povlaci
G1ˆG0 G1 (i iteracije) postoje ako su dom i cod submerzije. Stoga Liejev grupoid obicˇno defi-
niramo pomoc´u podataka G0, G1, dom, cod,m, 1, i kao gore s dodatnim zahtjevom da su dom
i cod submerzije.
Definicija 7.1.4. Kategorija komutativnih Hopfovih k-algebroida pGpdpComopk qqop je katego-
rija suprotna kategoriji grupoida u kategoriji Comopk suprotnoj kategoriji komutativnih algebri
nad cˇvrstim poljem k. Komutativni Hopfov k-algebroid je objekt u kategoriji
pGpdpComopk qqop.
U algebarskoj geometriji se kategorija Comopk obicˇno identificira s jednom geometrijskom
kategorijom, kategorijom afinih k-shema Affk, vidi primjer 6.1.16. Ekvivalencija kategorija
koja realizira tu identifikaciju je dana funktorom spektra komutativnog prstena
Spec : Comopk – Affk.
Funktor Spec prebacuje tenzorski produkt algebri u kategorijski produkt, a tenzorski produkt
nad baznom algebrom u povlak SpecpB bA Bq – SpecB ˆSpecA SpecB. Dakle, kategorija
komutativnih Hopfovih k-algebroida je dualna kategoriji grupoida u kategoriji Affk, a ponekad
se tako i definira. Ukoliko je Hopfov algebroid konacˇno generiran bez nilpotenata, možemo
umjesto s afinim k-shemama raditi s afinim k-višestrukostima, vidi primjer 6.1.15.
Morfizme k-algebri koji po dualnosti k-algebri i afinih k-shema (odnosno k-višestrukosti)
odgovaraju strukturnim morfizmima zvat c´emo α “ dom˚, β “ cod˚, ∆ “ m˚,  “ 1˚ i
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τ “ i˚, a projekcijama povlaka su dualni morfizmi 1H1 bH0 idH1 “ p1˚ , idH1 bH0 1H1 “ p2˚ koji
su injekcije koprodukta u Comk. Sjetimo se da su ti dualni morfizmi dani pretkompozicijom,
npr. cod˚ “ ´ ˝ cod.
Eksplicitnije, u terminima kategorije Comk (usporedi [Ravenel]), komutativni Hopfov al-
gebroid je dan podacima pH1, H0, α, β,∆, , τq gdje su H0, H1 P Comk komutativne k-algebre
s množenjima mH1 , mH0 i jedinicama 1H1 , 1H0 , a α, β : H0 Ñ H1, ∆: H1 Ñ H1 bH0 H1,
 : H1 Ñ H0, τ : H1 Ñ H1 morfizmi komutativnih k-algebri koji zadovoljavaju identitete
p∆bH0 idH1q ˝∆ “ pidH1 bH0 ∆q ˝∆: H1 Ñ H1 bH0 H1 bH0 H1, (7.7)
β bH0 1H1 “ ∆ ˝ β, 1H1 bH0 α “ ∆ ˝ α, (7.8)
 ˝ α “ idH0 ,  ˝ β “ idH0 , (7.9)
pidH1 bH0 q ˝∆ “ idH1 “ pbH0 idH1q ˝∆, (7.10)
gdje su identificirani vektorski prostoriH1bH0H0 – H1 – H0bH0H1, te zahtjeve za antipodno
preslikavanje τ ,













Primijetimo da je kod komutativnih Hopfovih algebroida τ izomorfizam komutativnih algebri.
7.2 Unutarnji bialgebroid
U ovom odjeljku V “ pV ,b, k, a, l, r, τq je fiksirana simetricˇna monoidalna kategorija koja
dopušta koujednacˇitelje koji komutiraju s tenzorskim produktomb u smislu definicije 2.2.5. Te
pretpostavke su potrebne da bi mogli definirati pojam unutrašnjeg bialgebroida.
7.2.1 Pripremne leme
U sljedec´em nizu lema u svakoj sljedec´oj lemi koristit c´e se: notacija uvedena u prethodnim
lemama i izmed¯u lema, te svojstva objekata tako oznacˇenih dokazana u prethodnim lemama.
7.2.1. Neka su pL, µL, ηLq i pH,µH , ηHq monoidi u V . Kako koujednacˇitelji komutiraju s ten-
zorskim produktom, dobro je definirana monoidalna kategorija L-bimodula pLVL,bL, Lq.
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Lema 7.2.2. Neka su α : LÑ H , β : Lop Ñ H morfizmi monoida u V za koje vrijedi
µH ˝ τH,H ˝ pα b βq “ µH ˝ pα b βq. (7.13)
Tada je H unutarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja µH ˝ pα b idHq i desnog djelovanja
µH ˝ τH,H ˝ pidH b βq.
Dokaz. Dokazujemo prvo da je µH ˝ pα b idHq lijevo djelovanje. Imamo
µH ˝ pα b pµH ˝ pα b idHqqq “ µH ˝ ppµH ˝ pα b αqq b idHq
“ µH ˝ ppα ˝ µLq b idHq
gdje smo u prvoj liniji koristili asocijativnost µH , a u drugoj da je α morfizam monoida. Dalje,
za kompatibilnost sa jedinicom ηH primijetimo µH ˝ ppα ˝ ηLqb idHq “ µH ˝ pηH b idHq “ lH .
Slicˇno se dokaže da je µH ˝ τH,H ˝ pidH b βq desno djelovanje.
Na kraju treba provjeriti da lijevo i desno djelovanje komutiraju, tj. da je
µH ˝ pαb pµH ˝ τH,H ˝ pidH b βqqq “ µH ˝ τH,H ˝ ppµH ˝ pαb idHqq b βq : LbH bLÑ H
Lijeva strana je jednaka µH ˝ pµH b idHq ˝ pα b β b idHq ˝ pidL b τH,Lq. Desna strana je
jednaka µH ˝ pβ b pµH ˝ pα b idHqqq ˝ τLbH,L što je µH ˝ ppµH ˝ pβ b αqq b idHq ˝ τLbH,L
pa pretpostavka 7.13 svodi to na µH ˝ ppµH ˝ pα b βq ˝ τL,Lq b idHq ˝ τLbH,L što je jednako
µH ˝ pµH b idHq ˝ pαb β b idHq ˝ pτL,L b idHq ˝ τLbH,L. Jednakost lijeve i desne strane izlazi
sada iz pτL,L b idHq ˝ τLbH,L “ idL b τH,L.





k b L ηHbα// H bH L – //
β˜
;;
Lb k βbηH// H bH
U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji to je: α˜plq “ 1H b αplq i β˜plq “ βplq b 1H .
7.2.4. Oznacˇimo s µHbH :“ pµH bµHq ˝ pidH b τH,H b idHq i ηHbH :“ pηH b ηHq ˝ l´1k . Tada
je prema 6.1.3 pH bH,µHbH , ηHbHq monoid u V .
7.2.5. Neka je pi kanonsko preslikavanje H bH Ñ H bL H , tj. koujednacˇitelj
H b LbH --11 H bH pi // H bL H
za L-bimodul H . Lako se vidi da je tada pi takod¯er koujednacˇitelj paralelnog para morfizama





// pH bHq b pH bHq µHbH // H bH pi // H bL H
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Lema 7.2.6. (i) Postoji jedinstveni ρ takav da je sljedec´i dijagram komutativan:






pH bL Hq b pH bHq ρ // pH bL Hq
(ii) Taj jedinstveni ρ je desno djelovanje.
Dokaz. Jedinstvenost proizlazi iz razmatranja sljedec´eg dijagrama.














pH bHq b pH bHq b pH bHq idbµHbH //
µHbHbid

pH bHq b pH bHq
µHbH







pH bL Hq b pH bHq ρ // pH bL Hq
Vertikalna preslikavanja desno na dijagramu cˇine dijagram za koujednacˇitelj pi, a vertikalna
preslikavanja lijevo na dijagramu cˇine dijagram za koujednacˇitelj pi b id, jer u kategoriji V
koujednacˇitelji komutiraju s tenzorskim produktom. Gornji pravokutnik sekvencijalno komu-
tira zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta i srednji jer je µHbH asocijativan, pa slijedi da
pi ˝ µHbH koujednacˇuje paralelni par vertikalnih preslikavanja lijevo na dijagramu. Zbog toga
postoji jedinstveni ρ, iz univerzalnog svojstva koujednacˇitelja pi b id.
Dokažimo sada da je ρ desno djelovanje.






















pHbLHq b pHbHq ρ // pHbLHq
Komutativnost unutrašnjih pet cˇetverokuta proizlazi iz asocijativnosti od µHbH , definicije od ρ




pHbHq b k **idbηHbH //
pibid







pHbLHq b k idbηHbH //
33
pHbLHq b pHbHq ρ // pHbLHq
Komutativnost gornjeg trokuta, unutrašnjih cˇetverokuta i vanjskog cˇetverokuta prozlazi iz kom-
patibilnosti množenja i jedinice u monoiduHbH , funktorijalnosti tenzorskog produkta, defini-
cije ρ i toga da je desni unitor u kategoriji prirodna transformacija. Uz to pib id je epimorfizam,
pa komutira i donji trokut.
7.2.7. Neka je dalje LHL opremljen strukturom komonoida pH,∆, q u monoidalnoj kategoriji
L-bimodula. Dakle, ∆: H Ñ H bL H je koasocijativan morfizam L-bimodula i  : H Ñ L je
kojedinica za ∆, takod¯er morfizam L-bimodula.












Tada postoji jedinstveni λ takav da je sljedec´i dijagram komutativan.





































pHbLHq b pHbHq ρ // pHbLHq
Buduc´i da u V koujednacˇitelji komutiraju s tenzorskim produktom, id b pi je koujednacˇitelj
preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Iz pretpostavke leme slijedi da ρ b id koujednacˇuje
par ∆b α˜b id i ∆b β˜ b id. Dijagram za to je stepenicˇasti lijevi rub dijagrama. Tri pravokut-
nika komutiraju zbog funktorijalnosti b i toga da je ρ djelovanje (gornji lijevi sekvencijalno).
Slijedi da ρ ˝ p∆b idq koujednacˇuje horizontalna preslikavanja na gornjem rubu dijagrama. Po
univerzalnom svojstvu koujednacˇitelja pibid zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje λ.
Lema 7.2.9. Preslikavanja λb id i idb ρ komutiraju.
Dokaz.
















H b pHbLHq λ // pHbLHq








Komutiraju gornji cˇetverokut (definicija za λ, tenzoriranje zdesna s id), desni cˇetverokut (ρ je
djelovanje), vanjski cˇetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), donji cˇetverokut (defini-
cija od λ) i lijevi cˇetverokut (definicija od ρ, tenzoriranje slijeva s id) i idbpibid je epimorfizam,
pa komutira i centralni cˇetverokut (komutativnost λb id sa idb ρ).
Lema 7.2.10. Ako vrijedi
∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH (7.14)








pHbHq pi // pHbLHq
i za morfizam λ vrijedi
∆ ˝ µH “ λ ˝ pidH b∆q (7.15)
to jest komutativan je dijagram






H b pHbLHq λ // pHbLHq,
onda je morfizam λ lijevo H-djelovanje na H bL H .
U apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji ta se dva uvjeta mogu zapisati: ∆p1Hq “ 1H bL 1H
i λph b h1p1q b h1p2qq “ ∆phh1q, za h, h1 P H . U kategoriji vektorskih prostora drugi uvjet je
naprosto ∆phh1q “ hp1qh1p1q bL hp2qh1p2q za sve h, h1 P H , ali dobra definiranost desne strane




















H b pHbLHq λ // pHbLHq







Komutiraju gornji cˇetverokut (definicija od λ, tenzoriranje slijeva s id), donji cˇetverokut (defi-
nicija od λ), lijevi cˇetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), desni cˇetverokut (komuta-
tivnost λb id sa idb ρ) i vanjski cˇetverokut (uvjet na λ i ∆ tenzoriran zdesna s id) i idb idbpi





















k b pHbLHq 33
ηHbid // H b pHbLHq λ // pHbLHq
(7.17)
Komutiraju vanjski cˇetverokut (prirodnost lijeve jedinice monoidalne kategorije), gornji trokut
(aksiom jedinice za množenje µHbH), unutrašnji gornji cˇetverokut (uvjet na ∆ i ηH tenzoriran
zdesna s id), unutrašnji donji lijevi cˇetverokut (funktorijalnost tenzorskog produkta), unutrašnji
donji desni cˇetverokut (definicija od λ), unutrašnji desni cˇetverokut (aksiom asocijativnosti za




Lema 7.2.11. Obratno, ako je λ lijevo djelovanje, onda vrijede
∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH
∆ ˝ µH “ λ ˝ pidH b∆q.
Dokaz. Promatrajmo ponovno dijagram (7.16). Ako je komutativan centralni cˇetverokut, iz
komutativnosti ostala cˇetiri unutarnja cˇetverokuta slijedi komutativnost vanjskog cˇetverokuta,
a to je traženo svojstvo za ∆ i λ tenzorirano s id. Koristec´i jedinicu ηHbH i cˇinjenicu da je
ona monomorfizam, možemo iz toga dobiti komutativnost cˇetverokuta za to traženo svojstvo
∆ ˝ µH “ λ ˝ pidH b∆q.
Promatrajmo sada ponovno dijagram (7.17). Ako je komutativan donji trokut, komutativan
je i unutrašnji gornji cˇetverokut, a to je traženo svojstvo ∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH tenzorirano
s id. Koristec´i jedinicu ηHbH i cˇinjenicu da je ona monomorfizam, možemo iz toga dobiti
komutativnost cˇetverokuta za to traženo svojstvo.
Dakle, pokazalo se da je svojstvo ∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH ekvivalentno aksiomu jedinice za
djelovanje za λ, a svojstvo ∆ ˝ µH “ λ ˝ pidH b ∆q ekvivalentno aksiomu asocijativnosti za
djelovanje za λ.
Korolar 7.2.12. H bL H je unutarnji H-pH bHq-bimodul s obzirom na djelovanja λ i ρ.
7.2.2 Definicija unutrašnjeg bialgebroida
U sljedec´e dvije definicije kategorija V je simetricˇna monoidalna kategorija pV ,b, k, a, l, r, τq
koja dopušta koujednacˇitelje i takva da oni komutiraju s tenzorskim produktom.
Definicija 7.2.13. Neka je L “ pL, µL, ηLq monoid u V . Unutrašnji lijevi L-bialgebroid u
kategoriji V dan je sa sljedec´im podacima:
(i) monoid pH,µH , ηHq u V
(ii) morfizmi monoida α : L Ñ H , β : Lop Ñ H za koje vrijedi µH ˝ τH,H ˝ pα b βq “
µH ˝ pα b βq
(iii) komonoid pH,∆, q u monoidalnoj kategoriji L-bimodula pLVL,bL, Lq, gdje je H unu-
tarnji L-bimodul preko lijevog djelovanja µH ˝ pαb idHq i desnog djelovanja µH ˝ τH,H ˝
pidH b βq.
koji zadovoljavaju sljedec´e uvjete:
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(i) Jedinstveno desno djelovanje ρ za koje je sljedec´i dijagram komutativan:






pH bL Hq b pH bHq ρ // pH bL Hq
zadovoljava uvjet
ρ ˝ p∆b β b ηHq ˝ pidH b r´1L q “ ρ ˝ p∆b ηH b αq ˝ pidH b l´1L q,
pri cˇemu su rL i lL komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorije V , µHbH
množenje u monoidu pHbH,µHbH , ηHbHq inducirano s µH po komponentama i pi pres-
likavanje u koujednacˇitelju H bH Ñ HbLH .
(ii) Jedinstveno preslikavanje λ (usporedi lemu 7.2.8) za koje je sljedec´i dijagram komutati-
van






pHbLHq b pHbHq ρ // pHbLHq
je lijevo djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:
∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH
∆ ˝ µH “ λ ˝ pidH b∆q
gdje je ηHbH : k Ñ H bH jedinica u monoidu pH bH,µHbH , ηHbHq inducirana s ηH .
(iii) Vrijedi
 ˝ ηH “ ηL
 ˝ µH ˝ pidH b pα ˝ qq “  ˝ µH “  ˝ µH ˝ pidH b pβ ˝ qq
α zovemo morfizam izvora i β morfizam ponoraindexmorfizam ponora. Time je definicija do-
vršena.
Definicija je dobra zbog prethodno dokazanih pripremnih lema.
U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuchi-
jevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi ∆p1Hq “ 1H bL 1H i ∆phh1q “ hp1qh1p1q bL hp2qh1p2q,
što je dobro definirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je p1Hq “ 1L i phαpph1qqq “
phh1q “ phβpph1qqq, ili ekvivalentno, preslikavanje dano s h § l “ phαplqq i preslikavanje
dano s h §1 l “ phβplqq su lijeva djelovanja.
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Definicija 7.2.14. Neka je pR, µR, ηRq monoid u V . Unutrašnji desni R-bialgebroid u katego-
riji V dan je sa sljedec´im podacima:
(i) monoid pH,µH , ηHq u V
(ii) morfizmi monoida α : R Ñ H , β : Rop Ñ H za koje vrijedi µH ˝ τH,H ˝ pα b βq “
µH ˝ pα b βq
(iii) komonoid pH,∆, q u monoidalnoj kategoriji R-bimodula pRVR,bR, Rq, gdje je H unu-
tarnji R-bimodul preko desnog djelovanja µH ˝ pidH bαq i lijevog djelovanja µH ˝ τH,H ˝
pβ b idHq.
koji zadovoljavaju sljedec´e uvjete:
(i) Jedinstveno lijevo djelovanje ρ za koje je sljedec´i dijagram komutativan:






pH bHq b pH bR Hq ρ // pH bR Hq
zadovoljava uvjet
ρ ˝ pηH b β b∆q ˝ pl´1R b idHq “ ρ ˝ pα b ηH b∆q ˝ pr´1R b idHq,
pri cˇemu su rR i lR komponente desne i lijeve jedinice monoidalne kategorije V , µHbH
množenje u monoidu pHbH,µHbH , ηHbHq inducirano s µH po komponentama i pi pres-
likavanje u koujednacˇitelju H bH Ñ HbRH .
(ii) Jedinstveno preslikavanje λ za koje je sljedec´i dijagram komutativan






pHbHq b pHbRHq ρ // pHbRHq
je desno djelovanje. Ekvivalentno, vrijedi:
∆ ˝ ηH “ pi ˝ ηHbH
∆ ˝ µH “ λ ˝ p∆b idHq
gdje je ηHbH : k Ñ H bH jedinica u monoidu pH bH,µHbH , ηHbHq inducirana s ηH .
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(iii) Vrijedi
 ˝ ηH “ ηR
 ˝ µH ˝ ppα ˝ q b idHq “  ˝ µH “  ˝ µH ˝ ppβ ˝ q b idHq
Time je definicija dovršena.
Da je definicija dobra može se dokazati nizom lema analogno dokazanim pripremnim le-
mama. U kategoriji vektorskih prostora, uvjet (i) je uvjet da je slika koprodukta unutar Takeuc-
hijevog produkta, a uvjet (ii) da vrijedi ∆p1Hq “ 1H bR 1H i ∆phh1q “ hp1qh1p1q bR hp2qh1p2q,
što je dobro definirano zbog (i). Uvjet (iii) u toj kategoriji je p1Hq “ 1R i pαpphqqh1q “
phh1q “ pβpphqqh1q, ili ekvivalentno, preslikavanje dano s r đ h “ pαprqhq i preslikavanje
dano s r đ1 h “ pβprqhq su desna djelovanja.
7.3 Unutarnji Hopfov algebroid
7.3.1 Pripremne leme
Neka su dani monoidi R i L u simetricˇnoj monoidalnoj kategoriji V s koujednacˇiteljima koji
komutiraju s tenzorskim produktom.
Lema 7.3.1. Neka je HL “ pH,µH , ηH , αL, βL,∆L, Lq lijevi unutrašnji L-bialgebroid i neka
je struktura R-bimodula na H dana množenjem zdesna komutirajuc´im morfizmima monoida
βR : R
op Ñ H , αR : RÑ H . Ako vrijedi
αL ˝ L ˝ βR “ βR, βL ˝ L ˝ αR “ αR,
onda je ∆L morfizam R-bimodula.
Analogno, za desni unutrašnjiR-bialgebroidHR “ pH,µH , ηH , αR, βR,∆R, Rq sa struktu-
romL-bimodula naH danom množenjem slijeva komutirajuc´im morfizmima monoida βL : Lop Ñ
H , αL : LÑ H , ako vrijedi
αR ˝ R ˝ βL “ βL, βR ˝ R ˝ αL “ αL,
onda je ∆R morfizam L-bimodula.
Dokaz. Dokazat c´emo da je ∆L morfizam desnog R-modula, dokaz da je on morfizam lijevog
R-modula provede se analogno. Slicˇno se obje tvrdnje dokažu za ∆R. Dokazujemo
∆L ˝ µH ˝ pidH b αRq “ νR ˝ p∆L b idRq
178
7.3. UNUTARNJI HOPFOV ALGEBROID
gdje je νR desno R-djelovanje na H bL H koje je po definiciji tenzorskog produkta desnog
L-modula i L-R-bimodula inducirano desnim R-djelovanjem µH ˝ pidH b αRq na H , to jest
jedinstveno preslikavanje νR takvo da je
νR ˝ ppiL b idRq “ piL ˝ pidH b pµH ˝ pidH b αRqqq.
U dokazu c´emo imitirati sljedec´i racˇun s elementima. U pocˇetku imamo:
∆Lph ¨ αRprqq (i)“ ”∆Lphq ¨∆LpαRprqq”
i zatim racˇunamo
∆LpαRprqq (ii)“ ∆LpβLpLpαRprqqqq
(iii)“ ∆LpβLpLpαRprqqq ¨ 1Hq
(iv)“ ∆Lp1Hq ¨ LpαRprqq
(v)“ p1H bL 1Hq ¨ LpαRprqq
(vi)“ 1H bL pβLpLpαRprqqq ¨ 1Hq
(vii)“ 1H bL αRprq
te uvrstimo u prvu jednakost:
”∆Lphq ¨∆LpαRprqq” “ ”∆Lphq ¨ p1H bL αRprqq” (ix)“ ∆Lphq ¨ αRprq.
Pritom su izrazi pod navodnicima zapravo redom
λphb∆LpαRprqqq
λphb 1H bL αRprqq (viii)“ ρp∆Lphq b 1H b αRprqq.
Dakle, redom c´emo u sljedec´em racˇunu koristiti sljedec´e.
(i) λ je lijevo djelovanje: ∆L ˝ µH “ λ ˝ pidH b∆Lq,
(ii) jednakost iz iskaza leme αR “ βLLαR,
(iii) aksiom jedinice µH ˝ pidH b ηHq ˝ r´1H “ idH ,
(iv) ∆L je morfizam desnih L-modula: ∆L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L “ νL ˝ p∆L b idLq,
gdje je νL : H bL H b L Ñ H bL H desno djelovanje inducirano desnim djelovanjem
µH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L : H b LÑ H,
(v) λ je lijevo djelovanje pa za jedinicu vrijedi ∆L ˝ηH “ piL ˝ηHbH “ piL ˝ pηH bηHq ˝ l´1k ,
(vi) po definiciji desnog djelovanja νL pomoc´u gore navedenog desnog djelovanja vrijedi:
νL ˝ ppiL b idLq “ piL ˝ pidH b pµH ˝ pβL b idHq ˝ τH,Lqq,
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(vii) jednostavan racˇun napravljen ispod glavnog racˇuna koji koristi aksiom jedinice µH ˝
pidH b ηHq “ rH ,
(viii) po definiciji od λ je: λ ˝ pidH b piLq “ ρ ˝ p∆L b idH b idHq,
(ix) dodatni racˇun napravljen ispod glavnog racˇuna koji koristi da je νR jedinstveno preslika-
vanje za koje je νR ˝ ppiL b idRq “ piL ˝ pidH b pµH ˝ pidH b αRqqq i cˇinjenicu da po
definiciji od ρ vrijedi ρ ˝ ppiL b idHbHq “ piL ˝ µHbH .
Racˇunamo dakle:
∆L ˝ µH ˝ pidH b αRq
(i)“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ αRqq
(ii)“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ βLLαRqq
“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ idH ˝ βLLαRqq
(iii)“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ µH ˝ pidH b ηHq ˝ r´1H ˝ βLLαRqq
“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ µH ˝ pidH b ηHq ˝ pβLLαR b idkq ˝ r´1R qq
“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ µH ˝ pβLLαR b ηHq ˝ r´1R qq
“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ pLαR b ηHq ˝ r´1R qq
“ λ ˝ pidH b p∆L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L ˝ pηH b LαRq ˝ τR,k ˝ r´1R qq
(iv)“ λ ˝ pidH b pνL ˝ p∆L b idLq ˝ pηH b LαRq ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b pνL ˝ pp∆L ˝ ηHq b LαRq ˝ l´1R qq
(v)“ λ ˝ pidH b pνL ˝ pppiL ˝ ηHbHq b LαRq ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b pνL ˝ ppiL b idLq ˝ pηHbH b LαRq ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b pνL ˝ ppiL b idLq ˝ pηH b ηH b LαRq ˝ pl´1k b idRq ˝ l´1R qq
(vi)“ λ ˝ pidH b ppiL ˝ pidH b pµH ˝ pβL b idHq ˝ τH,Lqq ˝ pηH b ηH b LαRq ˝ pl´1k b idRq ˝ l´1R qq
(vii)“ λ ˝ pidH b ppiL ˝ pηH b pαR ˝ lRqq ˝ pl´1k b idRq ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b ppiL ˝ pηH b pαR ˝ lRqq ˝ pidk b l´1R q ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b ppiL ˝ pηH b αRq ˝ l´1R qq
“ λ ˝ pidH b piLq ˝ pidH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq
(viii)“ ρ ˝ p∆L b idH b idHq ˝ pidH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq
“ ρ ˝ pidHbLH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq ˝ p∆H b idRq
(ix)“ νR ˝ p∆L b idRq
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Pritom je jednostavan racˇun za korak (vii) napravljen ovdje:
pidH b pµH ˝ pβL b idHq ˝ τH,Lqq ˝ pηH b ηH b LαRq
“ ηH b pµH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L ˝ pηH b LαRqq
“ ηH b pµH ˝ pβL b idHq ˝ pLαR b ηHq ˝ τk,Rq
“ ηH b pµH ˝ pβLLαR b ηHq ˝ τk,Rq
“ ηH b pµH ˝ pαR b ηHq ˝ τk,Rq
“ ηH b pµH ˝ pidH b ηHq ˝ pαR b idkq ˝ τk,Rq
“ ηH b prH ˝ pαR b idkq ˝ τk,Rq
“ ηH b pαR ˝ rR ˝ τk,Rq
“ ηH b pαR ˝ lRq
Na kraju opravdanje za korak (ix) slijedi ovdje. Dokazujemo da je
ρ ˝ pidHbLH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq “ νR.
Preslikavanje νR je jedinstveno preslikavanje za koje vrijedi
νR ˝ ppiL b idRq “ piL ˝ pidH b pµH ˝ pidH b αRqqq,
pa dokažimo da za ρ ˝ pidHbLH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq vrijedi isto. Racˇunamo
ρ ˝ pidHbLH b ppηH b αRq ˝ l´1R qq ˝ ppiL b idRq
“ ρ ˝ ppiL b idHbHq ˝ pidHbH b ηH b αRq ˝ pidHbH b l´1R q
“ piL ˝ µHbH ˝ pidHbH b ηH b αRq ˝ pidHbH b l´1R q
“ piL ˝ pµH b µHq ˝ pidH b ηH b idH b αRq ˝ pidH b τH,k b idRq ˝ pidH b idH b l´1R q
“ piL ˝ prH b pµH ˝ pidH b αRqq ˝ pidH b τH,k b idRq ˝ pidH b idH b l´1R q
“ piL ˝ pidH b pµH ˝ pidH b αRqqq ˝ prH b idH b idRq ˝ pidH b τH,k b idRq ˝ pidH b idH b l´1R q
Preostaje dokazati ovu tvrdnju s unitorima:
prH b idH b idRq ˝ pidH b τH,k b idRq ˝ pidH b idH b l´1R q “ idH b idH b idR
a ona lako slijedi iz aksioma simetricˇne monoidalne kategorije.
7.3.2 Definicija unutrašnjeg Hopfovog algebroida
Definicija 7.3.2. Unutrašnji Hopfov algebroid nad L i R u kategoriji V dan je sljedec´im po-
dacima: lijevi unutrašnji L-bialgebroid HL “ pH,µH , ηH , αL, βL,∆L, Lq, desni unutrašnji
R-bialgebroid HR “ pH,µH , ηH , αR, βR,∆R, Rq i antihomomorfizam algebri τ : H Ñ H
(antipod) koji zadovoljavaju sljedec´e uvjete:
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(i)
αL ˝ L ˝ βR “ βR, βL ˝ L ˝ αR “ αR,
αR ˝ R ˝ βL “ βL, βR ˝ R ˝ αL “ αL,
(7.18)
(ii)
p∆R bL idHq ˝∆L “ pidH bR ∆Lq ˝∆R (7.19)
p∆L bR idHq ˝∆R “ pidH bR ∆Rq ˝∆L (7.20)
Tenzorski produkt ∆L bR idH je dobro definiran jer je ∆L prema lemi 7.3.1 morfizam
R-bimodula.
(iii)
τ ˝ βL “ αL, τ ˝ βR “ αR
µb1L ˝ pτ b idHq ˝∆L “ αR ˝ R
µb1R ˝ pidH b τq ˝∆R “ αL ˝ L
(7.21)
gdje je µb1R : H b1R H Ñ H množenje u R-prstenu pH,µb1R , αRq inducirano s µH i
µb1L : H b1L H Ñ H množenje u L-prstenu pH,µb1L , αLq inducirano s µH , a kompo-
zicije preslikavanja su dobro definirane jer su dobro definirana sljedec´a preslikavanja
τ b idH : H bL H Ñ H b1L H i idH b τ : H bR H Ñ H b1R H .
Lema 7.3.3. U svakom L-bialgebroidu je L ˝ αL “ idL “ L ˝ βL. Slijedi i da su αL ˝ L i
βL ˝ L idempotentni.
Dokaz. Jednakost idL “ L ˝ αL dokazat c´emo imitirajuc´i ovaj racˇun s elementima
LpαLplqq “ LpαLplq ¨ 1Hq “ l ¨ Lp1Hq “ l ¨ 1L “ l,
dakle, koristit c´emo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice µL ˝ pidL b ηLq ˝ r´1L “ idL, (ii)
kompatibilnost kojedinice s jedinicom L ˝ ηH “ ηL, (iii) zahtjev da je L morfizam lijevih
L-modula, L ˝ µH ˝ pαL b idHq “ µL ˝ pidL b Lq : L b H Ñ L te (iv) aksiom jedinice
µH ˝ pidH b ηHq ˝ r´1H “ idH . Racˇunamo:
idL
(i)“ µL ˝ pidL b ηLq ˝ r´1L
(ii)“ µL ˝ pidL b pL ˝ ηHqq ˝ r´1L
“ µL ˝ pidL b Lq ˝ pidL b ηHq ˝ r´1L
(iii)“ L ˝ µH ˝ pαL b idHq ˝ pidL b ηHq ˝ r´1L
“ L ˝ µH ˝ pαL b ηHq ˝ r´1L
“ L ˝ µH ˝ pidH b ηHq ˝ pαL b idkq ˝ r´1L
(iv)“ L ˝ rH ˝ pαL b idkq ˝ r´1L
“ L ˝ αL.
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U zadnjem koraku koristimo prirodnost desnog unitora r.
Za dokaz jednakosti idL “ L ˝ βL imitirat c´emo ovaj racˇun s elementima
LpβLplqq “ LpβLplq ¨ 1Hq “ Lp1Hq ¨ l “ 1L ¨ l “ l
dakle, koristit c´emo (zdesna nalijevo) (i) aksiom jedinice µL ˝ pηL b idLq ˝ l´1L “ idL, (ii)
kompatibilnost kojedinice s jedinicom L ˝ ηH “ ηL, (iii) zahtjev da je L morfizam desnih
L-modula, L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L “ µL ˝ pL b idLq : H b LÑ L te (iv) aksiom jedinice
µH ˝ pidH b ηHq ˝ r´1H “ idH . Racˇunamo:
idL
(i)“ µL ˝ pηL b idLq ˝ l´1L
(ii)“ µL ˝ ppL ˝ ηHq b idLq ˝ l´1L
“ µL ˝ pL b idLq ˝ pηH b idLq ˝ l´1L
(iii)“ L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ τH,L ˝ pηH b idLq ˝ l´1L
“ L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ pidL b ηHq ˝ τk,L ˝ l´1L
“ L ˝ µH ˝ pβL b idHq ˝ pidL b ηHq ˝ r´1L
“ L ˝ µH ˝ pβL b ηHq ˝ r´1L
“ L ˝ µH ˝ pidH b ηHq ˝ pβL b idkq ˝ r´1L
(iv)“ L ˝ rH ˝ pβL b idkq ˝ r´1L
“ L ˝ βL.
Korolar 7.3.4. R ˝ βL : Lop – R je izomorfizam s inverzom L ˝ αR.
Dokaz. LαRRβL “ LβL “ idL i RβLLαR “ RαR “ idR.
Korolar 7.3.5. L ˝ βR : Rop – L je izomorfizam s inverzom R ˝ αL.





8.1 Teorem o skalarnom proširenju
Cilj ovog poglavlja je dokazati sljedec´i teorem i opisati strukturu tog Hopfovog algebroida.
Teorem. Neka je H unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka je R unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nad H u toj kategoriji. Tada je poludirektni produkt H7R unutarnji Hopfov algebroid
nad Rop i R u toj kategoriji (uz odgovarajuc´e formule koje slijede).
Takve Hopfove algebroide zovemo skalarnim proširenjima. Sada slijedi pojednostavljeni
pregled cijelog dokaza, a nakon toga c´e biti proveden dokaz kroz nekoliko propozicija. Pritom
nec´e biti potpuno prac´en ovaj pojednostavljeni minimalni plan.
(i) Neka jeR pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
H uz desno djelovanje đ : R b˜H Ñ R i lijevo kodjelovanje ρ : RÑ H b˜R. Definiramo
preslikavanja:




y ÞÑ ρpyq “ yr´1s7yr0s
∆R : H7RÑ H7R b˜RH7R
f7y ÞÑ fp1q71R b fp2q7y
R : H7RÑ R
f7y ÞÑ pfqy
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Tada je HR “ pH7R, µH7R, αR, βR,∆R, Rq desni bialgebroid nad R u indproVect.
(ii) Oznacˇimo s L algebru Rop i neka je φ : L Ñ R odgovarajuc´i antiizomorfizam algebri.
Definiramo preslikavanja:
αL : LÑ H7R
x ÞÑ ρpφpxqq “ φpxqr´1s7φpxqr0s
βL : L
op Ñ H7R
x ÞÑ φpxqr0s đ S´1φpxqr´1s
∆L : H7RÑ H7R b˜LH7R
f7y ÞÑ fp1q71R b fp2q7y
L : H7RÑ L
f7y ÞÑ φ´1pyr0s đ pS2yr1sSfqq
Tada je HL “ pH7R, µH7R, αL, βL,∆L, Lq lijevi bialgebroid nad L i Lop u indproVect,
što c´emo dokazati koristec´i izomorfizam iz dijela (v) s lijevim bialgebroidom L7H iz
dijela (iv) za koji je priprema dio (iii).
(iii) Tada je L pletenicˇasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
H uz lijevo djelovanje § : H b˜LÑ L definirano sa
f § x :“ φ´1pφpxq đ Sfq
i desno kodjelovanje definirano sa
x ÞÑ xr0s b xr1s :“ φ´1pφpxqr0sq b S´1pφpxqr´1sq.
(iv) Definiramo preslikavanja analogno:




x ÞÑ ρpxq “ xr0s7xr1s
∆L : L7H Ñ L7H b˜L L7H
f7x ÞÑ x7fp1q b 1L7fp2q
L : L7H Ñ L
f7x ÞÑ pfqx
Tada je H1L “ pL7H,µL7H , αL, βL,∆L, Lq lijevi bialgebroid nad L u indproVect.
185
8.1. TEOREM O SKALARNOM PROŠIRENJU
(v) Definiramo Φ: L7H Ñ H7R sa
Φ: x7f ÞÑ ρpφpxqq ¨ f71R “ Sxr1s7φpxr0sq ¨ f71R.
To preslikavanje je izomorfizam algebri.
Po tom izomorfizmu, sve formule od H1L odgovaraju svim formulama od HL pa je i HL
lijevi bialgebroid, izomorfan H1L.
(vi) Definiramo antipod:
τ : pH7Rqop Ñ H7R
f7y ÞÑ yr0s ¨ S2yr´1sSf
Dokažemo da je τ antihomomorfizam koristec´i izomorfizam Φ.
(vii) Tada je H “ pHL,HR, τq Hopfov algebroid u indproVect.
U propozicijama c´e osim ovoga biti istodobno obrad¯ena i analogna verzija s usporedbom desnog
bialgebroida HR – H7R i H1R – L7H i dane formule za te bialgebroide.
Slijedi lijevo-desna verzija prethodnog teorema.
Teorem. Neka je H unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect s bijektivnim antipo-
dom. Neka je L unutrašnja pletenicˇasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova modulna
algebra nad H u toj kategoriji. Tada je poludirektni produkt L7H unutarnji Hopfov algebroid
nad L u toj kategoriji (uz odgovarajuc´e formule navedene iznad), koji zovemo skalarno proši-
renje.
8.1.1 Lijepi lijevi i desni bialgebroidi
Lema 8.1.1. Neka je pR, µR, ηR, đ, ρq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-
Drinfeldova modulna algebra nad unutrašnjom Hopfovom algebromH u kategoriji indproVect.
Tada je kodjelovanje
ρ : RÑ H7R
antihomomorfizam algebri:
er´1s7er0s ¨ yr´1s7yr0s “ pyeqr´1s7pyeqr0s
Tvrdnja teorema vrijedi i za unutrašnju lijevo-desnu pletenicˇasto-komutativnu Yetter-Drinfeldovu
modulnu algebru L nad H i pripadno kodjelovanje λ i poludirektni produkt L7H .
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Dokaz.
er´1s7er0s ¨ yr´1s7yr0s “ er´1syr´2s7per0s đ yr´1sqyr0s
“ er´1syr´1s7yr0ser0s
“ pyeqr´1s7pyeqr0s
Druga i trec´a jednakost vrijede zbog svojstva pletenicˇaste-komutativnosti i toga što je R mo-
dulna algebra. Analogno se dokaže tvrdnja za L nad H .
Najprije c´emo dokazati da lijevo-desne i desno-lijeve Yetter-Drinfeldove modulne algebre
daju na jednostavan nacˇin lijeve i desne bialgebroide.
Propozicija 8.1.2. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je pR, µR, ηR, đ, ρq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji.
Definiramo preslikavanja:




y ÞÑ ρpyq “ yr´1s7yr0s
∆R : H7RÑ H7R b˜RH7R
f7y ÞÑ fp1q71R bR fp2q7y
R : H7RÑ R
f7y ÞÑ pfqy
Tada je HR “ pH7R, µH7R, αR, βR,∆R, Rq desni bialgebroid nad R u kategoriji indproVect.
Dokaz. (i) Ocˇito je sa αRpyq “ 1H7y definiran homomorfizam algebri. Dokazujemo da je sa
βRpyq “ yr´1s7yr0s
definiran antihomomorfizam algebri. Vrijedi
βRpyeq “ pyeqr´1s7pyeqr0s
“ er´1syr´1s7yr0ser0s
jer je R pletenicˇasto-komutativna algebra nad H . Zatim imamo
βRpeqβRpyq “ er´1s7er0s ¨ yr´1s7yr0s
“ er´1syr´2s7per0s đ yr´1sqyr0s
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a to je jednako gornjem jer R nad H ima svojstvo pletenicˇaste-komutativnosti:
px đ dr´1sqdr0s “ dx
Dokazujemo dalje da slike preslikavanja αL i βL komutiraju. To opet izlazi iz toga što je R
pletenicˇasto-komutativna algebra nad H:
1H7y ¨ er´1s7er0s “ er´2s7py đ er´1sqer0s
“ er´1s7er0sy
“ er´1s7er0s ¨ 1H7y
H7R je dakle R-R bimodul uz ovako definirana djelovanja:
y djeluje zdesna na f7e “ f7e ¨ αRpyq “ f7ey
y djeluje slijeva na f7e “ f7e ¨ βRpyq “ f7e ¨ yr´1s7yr0s “ fyr´1s7yr0se
(ii) Zatim dokazujemo da je pRH7RR,∆R, Rq komonoid u pRMR,bR, Rq. Za
∆Rpf7yq “ fp1q71R bR fp2q7y
Rpf7yq “ pfqy
koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta u H . Aksiom
kojedinice takod¯er vrijedi jer lako se vidi:
fp1q71R ¨ αRpRpfp2q7yqq “ f7y
fp2q7y ¨ βRpRpfp1q71Rqq “ f7y
Lako se provjeri da su oni morfizmi R-bimodula:
∆Rpf7e ¨ αRpyqq “ fp1q71R bR fp2q7ey
“ fp1q71R bR fp2q7e ¨ αRpyq
∆Rpf7e ¨ βRpyqq “ fp1qyr´2s71R bR fp2qyr´1s7yr0se
“ fp1qyr´1s71R bR fp2q7e ¨ βRpyr0sq
“ fp1qyr´1s71R ¨ αRpyr0sq bR fp2q7e
“ fp1q71R ¨ βRpyq bR fp2q7e
Rpf7e ¨ αRpyqq “ pfqey
“ Rpf7eq ¨ y
188
8.1. TEOREM O SKALARNOM PROŠIRENJU
Rpf7e ¨ βRpyqq “ pfyr´1sqyr0se
“ pfqye
“ y ¨ Rpf7eq
(iii) Dokazujemo sada da ∆R ima svojstvo
αRpyq ¨ fp1q71R bR fp2q7e “ fp1q71R bR βRpyq ¨ fp2q7e
Desna strana jednaka je
fp1q71R bR yr´1s7yr0s ¨ fp2q7e “ fp1q71R bR yr´1sfp2q7pyr0s đ fp3qqe
Lijeva strana jednaka je
1H7y ¨ fp1q71R bR fp2q7e “ fp1q7py đ fp2qq bR fp3q7e
“ fp1q71R ¨ αRpy đ fp2qq bR fp3q7e
“ fp1q71R bR fp3q7e ¨ βRpy đ fp2qq
“ fp1q71R bR fp3q71R ¨ βRpy đ fp2qq ¨ 1H7e
gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od βR komutira sa slikom od αR. Jednakost te dvije strane
izlazi iz desno-lijevog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:
fp2qpy đ fp1qqr´1s b py đ fp1qqr0s “ yr´1sfp1q b pyr0s đ fp2qq
fp2q71R ¨ βRpy đ fp1qq “ yr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qq
(iv) Lako se provjeri da ∆R ima svojstvo
∆Rpf7y ¨ g7eq “ fp1q71R ¨ gp1q71R bR fp2q7y ¨ gp2q7e
∆Rpf7y ¨ g7eq “ ∆Rpfgp1q7py đ gp2qqeq
“ fp1qgp1q71R bR fp2qgp2q7py đ gp3qqe
“ fp1q71R ¨ gp1q71R bR fp2q7y ¨ gp2q7e
(v) Na kraju dokazujemo da je R desni karakter.
Rp1H71Rq “ 1R
Rpf7y ¨ g7eq “ RpαRpRpf7yqq ¨ g7eq
Rpf7y ¨ g7eq “ RpβRpRpf7yqq ¨ g7eq
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Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.
Rpf7y ¨ g7eq “ Rpfgp1q7py đ gp2qqeq
“ pfgp1qqpy đ gp2qqe
“ pfqpy đ gqe
LpαRpRpf7yqq ¨ g7eq “ Lppfq1H7y ¨ g7eq
“ pfqp1Hqpy đ gqe
“ pfqpy đ gqe
LpβRpRpf7yqq ¨ g7eq “ Lppfqyr´1s7yr0s ¨ g7eq
“ pfqpyr´1sqpyr0s đ gqe
“ pfqpy đ gqe
Dakle, H7R je desni bialgebroid nad R.
Propozicija 8.1.3. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.
Neka je pL, µL, ηL, §, λq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna lijevo-desna Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji.
Definiramo preslikavanja




x ÞÑ λpxq “ xr0s7xr1s
∆L : L7H Ñ L7H b˜L L7H
x7f ÞÑ x7fp1q bL 1L7fp2q
L : L7H Ñ L
x7f ÞÑ pfqx
Tada je H1L “ pL7H,µL7H , αL, βL,∆L, Lq lijevi bialgebroid nad L u kategoriji indproVect.
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu propozicije 8.1.2. (i) Ocˇito je sa αLpxq “ x71H definiran
homomorfizam algebri. Dokazujemo da je sa
βLpxq “ xr0s7xr1s
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definiran antihomomorfizam algebri. Vrijedi
βLpxdq “ pxdqr0s7pxdqr1s
“ xr0sdr0s7dr1sxr1s
jer je L pletenicˇasto-komutativna algebra nad H . Zatim imamo
βLpdqβLpxq “ dr0s7dr1s ¨ xr0s7xr1s
“ dr0spdr1s § xr0sq7dr2sxr1s
a to je jednako gornjem jer L nad H ima svojstvo pletenicˇaste-komutativnosti
er0sper1s § xq “ xe
Dokazujemo dalje da slike preslikavanja αL i βL komutiraju. To opet izlazi iz toga što je L
pletenicˇasto-komutativna algebra nad H:
dr0s7dr1s ¨ x71H “ dr0spdr1s § xq7dr2s
“ xdr0s7dr1s
“ x71H ¨ dr0s7dr1s
Dakle, L7H je L-L bimodul uz ovako definirana djelovanja:
x djeluje slijeva na d7f “ αLpxq ¨ d7f “ xd7f
x djeluje zdesna na d7f “ βLpxq ¨ d7f “ xr0s7xr1s ¨ d7f “ dxr0s7xr1sf
(ii) Zatim dokazujemo da je pLL7HL,∆L, Lq komonoid u LML. Za
∆Lpx7fq “ x7fp1q bL 1L7fp2q
Lpx7fq “ pfqx
koasocijativnost koprodukta jednostavno slijedi iz koasocijativnosti koprodukta u H . Aksiom
kojedinice takod¯er vrijedi jer lako se vidi:
αLpLpx7fp1qqq ¨ 1L7fp2q “ x7f
βLpLp1L7fp2qqq ¨ x7fp1q “ x7f
Lako se provjeri da su oni morfizmi L-bimodula.
∆LpαLpxq ¨ d7fq “ xd7fp1q bL 1L7fp2q
“ αLpxq ¨ d7fp1q bL 1L7fp2q
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∆LpβLpxq ¨ d7fq “ dxr0s7xr1sfp1q bL 1L7xr2sfp2q
“ βLpxr0sq ¨ d7fp1q bL 1L7xr1sfp2q
“ d7fp1q bL αLpxr0sq ¨ 1L7xr1sfp2q
“ d7fp1q bL βLpxq ¨ 1L7fp2q
LpαLpxq ¨ d7fq “ pfqxd
“ x ¨ Lpd7fq
LpβLpxq ¨ d7fq “ pxr1sfqdxr0s
“ pfqdx
“ Lpd7fq ¨ x
(iii) Dokazujemo sada da ∆L ima svojstvo
d7fp1q ¨ βLpxq bL 1L7fp2q “ d7fp1q bL 1L7fp2q ¨ αLpxq
Lijeva strana jednaka je
d7fp1q ¨ xr0s7xr1s bL 1L7fp2q “ dpfp1q § xr0sq7fp2qxr1s bL 1L7fp3q
Desna strana jednaka je
d7fp1q bL 1L7fp2q ¨ x71H “ d7fp1q bL pfp2q § xq7fp3q
“ d7fp1q bL αLpfp2q § xq ¨ 1L7fp3q
“ βLpfp2q § xq ¨ d7fp1q bL 1L7fp3q
“ d71H ¨ βLpfp2q § xq ¨ 1L7fp1q bL 1L7fp3q
gdje zadnja jednakost vrijedi jer slika od βL komutira sa slikom od αL. Jednakost te dvije strane
izlazi iz lijevo-desnog Yetter-Drinfeldovog uvjeta:
βLpfp2q § xq ¨ 1L7fp1q “ pfp1q § xr0sq7fp2qxr1s
(iv) Lako se provjeri da ∆L ima svojstvo
∆Lpx7f ¨ d7gq “ x7fp1q ¨ d7gp1q bL 1L7fp2q ¨ 1L7gp2q
∆Lpx7f ¨ d7gq “ ∆Lpxpfp1q § dq7fp2qgq
“ xpfp1q § dq7fp2qgp1q bL 1L7fp3qgp2q
“ x7fp1q ¨ d7gp1q bL 1L7fp2q ¨ 1L7gp2q
(v) Na kraju dokazujemo da je L lijevi karakter.
Lp1L71Hq “ 1L
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Lpd7f ¨ e7gq “ Lpd7f ¨ αLpLpe7gqqq
Lpd7f ¨ e7gq “ Lpd7f ¨ βLpLpe7gqqq
Te tvrdnje je lako provjeriti kako slijedi.
Lpd7f ¨ e7gq “ Lpdpfp1q § eq7fp2qgq
“ pfp2qgqdpfp1q § eq
“ pgqdpf § eq
Lpd7f ¨ αLpLpe7gqqq “ Lpd7f ¨ pgqe71Hq
“ pgqp1Hqdpf § eq
“ pgqdpf § eq
Lpd7f ¨ βLpLpe7gqqq “ Lpd7f ¨ pgqer0s7er1sq
“ pgqper1sqdpf § er0sq
“ pgqdpf § eq
Dakle, L7H je lijevi bialgebroid nad L.
8.1.2 Izomorfizam lijevog i desnog poludirektnog produkta
Zatim želimo povezati desni bialgebroid H7R i lijevi bialgebroid L7H za L “ Rop tako da na
kraju oni zajedno cˇine Hopfov algebroid.
Propozicija 8.1.4. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.
Neka su R, L “ Rop dvije unutrašnje algebre u kategoriji indproVect i oznacˇimo s φ : LÑ
R odgovarajuc´i antiizomorfizam algebri.
(i) Ako je pR, µR, ηR, đ, ρq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji, onda je L unutrašnja pletenicˇasto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H uz lijevo djelovanje § : H b˜L Ñ L defini-
rano sa
f § x :“ φ´1pφpxq đ Sfq
i desno kodjelovanje definirano sa
x ÞÑ xr0s b xr1s :“ φ´1pφpxqr0sq b S´1pφpxqr´1sq.
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Obratno, ako je pL, µL, ηL, §, λq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna lijevo-desna Yetter-
Drinfeldova modulna algebra nad H , onda je R unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H uz na jednak nacˇin kao gore definirane veze
djelovanja i kodjelovanja: desno djelovanje đ : R b˜H Ñ R definirano je sa
φpS´1f § xq “: y đ f.
i lijevo kodjelovanje sa
φpxr0sq b Spxr1sq “: yr0s b yr´1s.
Tada vrijedi sljedec´e:
(ii) Preslikavanje Φ: L7H Ñ H7R definirano sa
Φ: x7f ÞÑ ρpφpxqq ¨ f71R “ Sxr1s7φpxr0sq ¨ f71R
je izomorfizam algebri. Njegov inverz dan je sa
f7y ÞÑ 1L7fSpyr´1sq ¨ φ´1pyr0sq71H “ 1L7fS2pxr1sq ¨ xr0s71H
gdje je sa x oznacˇen element od L takav da je φpxq “ y.
(iii) Preslikavanje τ : H7RÑ H7R definirano sa
τ : f7y ÞÑ yr0s ¨ S2pyr´1sqSf
i preslikavanje τ 1 : L7H Ñ L7H definirano sa
τ 1 : x7f ÞÑ SfS2pxr1sq ¨ xr0s
su antihomomorfizmi algebri i za njih vrijedi
τ ˝ Φ “ Φ ˝ τ 1.
Dokaz. (i) Neka su x P L i y P R takvi da je y “ φpxq. Zadano je
xr0s b xr1s “ φ´1pyr0sq b S´1pyr´1sq
f § x “ φ´1py đ Sfq
Ekvivalentno,
φpxr0sq b Spxr1sq “ yr0s b yr´1s
φpS´1f § xq “ y đ f.
Lako se pokaže da djelovanje i kodjelovanje H na R time definira djelovanje i kodjelovanje H
na L i obratno.
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(a) Dokazujemo prvo da L zadovoljava lijevo-desni Yetter-Drinfeldov uvjet:
pf § xqr0s b pf § xqr1s “ pfp2q § xr0sq b fp3qxr1sS´1pfp1qq
ako R nad H zadovoljava desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet:
py đ fqr´1s b py đ fqr0s “ S´1pfp3qqyr´1sfp1q b pyr0s đ fp2qq
Krenimo od tog uvjeta za Sf i y “ φpxq:
pφpxq đ Sfqr´1s b pφpxq đ Sfqr0s “ S´1ppSfqp3qqφpxqr´1spSfqp1q b pφpxqr0s đ pSfqp2qq
pφpxq đ Sfqr´1s b pφpxq đ Sfqr0s “ fp1qφpxqr´1sSpfp3qq b pφpxqr0s đ Spfp2qqq
φpf § xqr´1s b φpf § xqr0s “ fp1qSppxqr1sqSpfp3qq b pφpxr0sq đ Spfp2qqq
Sppf § xqr1sq b φppf § xqr0sq “ fp1qSppxqr1sqSpfp3qq b φpfp2q § xr0sq
Djelujemo zatim sa S´1 b φ´1 i zatim s τH,L i rezultat je
pf § xqr0s b pf § xqr1s “ pfp2q § xr0sq b fp3qxr1sS´1pfp1qq
Sve jednakosti u dokazu su ekvivalentne, dakle, vrijedi i obratno da iz lijevo-desnog Yetter-
Drinfeldovog uvjeta za L slijedi desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet za R.
(b) Dokazujemo da je L modulna algebra. Buduc´i da je R desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H vrijedi:
pyeq đ f “ py đ fp1qqpe đ fp2qq
pyeqr´1s b pyeqr0s “ er´1syr´1s b yr0ser0s
(b1) Uzmimo prvi uvjet za Sf , y “ φpxq, e “ φpdq:
pφpxqφpdqq đ Sf “ pφpxq đ pSfqp1qqpφpdq đ pSfqp2qq
φpdxq đ Sf “ pφpxq đ Spfp2qqqpφpdq đ Spfp1qqq
φpf § dxq “ φpfp2q § xqφpfp1q § dq
φpf § dxq “ φppfp1q § dqpfp2q § xqq
Djelujemo s φ´1 i imamo traženi uvjet za L nad H:
f § pdxq “ pfp1q § dqpfp2q § xq
(b2) Uzmimo sada drugi uvjet
pyeqr´1s b pyeqr0s “ er´1syr´1s b yr0ser0s
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za y “ φpxq, e “ φpdq
pφpxqφpdqqr´1s b pφpxqφpdqqr0s “ φpdqr´1sφpxqr´1s b φpxqr0sφpdqr0s
pφpdxqqr´1s b pφpdxqqr0s “ Spdr1sqSpxr1sq b φpxr0sqφpdr0sq
Sppdxqr1sq b φppdxqr0sq “ Spxr1sdr1sq b φpdr0sxr0sq
i djelujmo na njega sa S´1 b φ´1 i zatim s τH,L. Dobit c´emo traženi uvjet za L nad H:
pdxqr0s b pdxqr1s “ dr0sxr0s b dr1sxr1s
U oba dokaza je slijed ekvivalentnih jednakosti, dakle, vrijedi da iz analognih uvjeta za L nad
H slijede uvjeti za R nad H .
(c) Provjeravamo svojstvo pletenicˇaste komutativnosti od L nad H:
xr0spxr1s § eq “ ex
Krenimo od pletenicˇaste komutativnosti od R nad H:
pd đ yr´1sqyr0s “ yd
Neka je e P L takav da je φpeq “ d. Zamijenimo y sa φpxq i d sa φpeq.
pφpeq đ φpxqr´1sqφpxqr0s “ φpxqφpeq
pφpeq đ Spxr1sqqφpxr0sq “ φpexq
pφpxr1s § eqφpxr0sq “ φpexq
φpxr0spxr1s § eq “ φpexq
xr0spxr1s § eq “ ex
Sve ove jednakosti su ekvivalentne, pa takod¯er iz pletenicˇaste komutativnosti od L nad H
obratno slijedi pletenicˇasta komutativnost od R nad H .
(ii) Dokazujemo da je Φpx7f ¨ d7gq “ Φpx7fq ¨ Φpd7gq za genericˇke elemente x7f , d7g P
L7H . Vrijedi
Φpx7f ¨ d7gq “ Φpxpfp1q § dq7fp2qgq
“ φpxpfp1q § dqqr´1s7φpxpfp1q § dqqr0s ¨ fp2qg71R
“ φpxqr´1s7φpxqr0s ¨ φpfp1q § dqr´1s7φpfp1q § dqr0s ¨ fp2qg71R (i’)
“ φpxqr´1s7φpxqr0s ¨ f71R ¨ φpdqr´1s7φpdqr0s ¨ g71R (ii’)
“ Φpx7fq ¨ Φpd7gq
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gdje smo u koraku (i’) koristili da je φ antiizomorfizam algebri i da je koakcija antihomomorfi-
zam algebri što je dokazano u lemi 8.1.1:
peyqr´1s7peyqr0s “ yr´1s7yr0s ¨ er´1s7er0s
a u koraku (ii’) smo koristili jednakost
φpfp1q § dqr´1s7φpfp1q § dqr0s ¨ fp2q “ fφpdqr´1s7φpdqr0s
koja je ekvivalentna desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu na sljedec´i nacˇin. Jednaka je
pφpdq đ Spfp1qqqr´1s7pφpdq đ Spfp1qqqr0s ¨ fp2q “ fφpdqr´1s7φpdqr0s
Spfp1qqpφpdq đ Spfp2qqqr´1s7pφpdq đ Spfp2qqqr0s ¨ fp3q “ φpdqr´1s7φpdqr0s
Spfp1qqpφpdq đ Spfp2qqqr´1s7pφpdq đ Spfp2qqqr0s “ φpdqr´1s7φpdqr0s ¨ Sf
pSfqp2qpφpdq đ pSfqp1qqqr´1s7pφpdq đ pSfqp1qqqr0s “ φpdqr´1s7φpdqr0s ¨ Sf
Time je dokazano je da je Φ homomorfizam algebri L7H i H7R. Lako se provjeri da je njegov
inverz definiran formulom
f7y ÞÑ 17fSpyr´1sq ¨ φ´1pyr0sq71 “ 17fS2pxr1sq ¨ xr0s71
gdje je sa x oznacˇen element od L takav da je φpxq “ y.
(iii)
(a) Provjeravamo podudarnost τ i τ 1.
Φpτ 1px7fqq “ ΦpSpfqS2pxr1sq ¨ xr0sq
“ Spfq ¨ y
jer je
Φ´1pyq “ S2pxr1sq ¨ xr0s
Znamo da je
Φpx7fq “ yr´1s7yr0s ¨ f “ yr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qq
τpf7yq “ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpfq
Provjeravamo
τpΦpx7fqq “ τpyr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qqq
“ pyr0s đ fp2qqr0sS2ppyr0s đ fp2qqr´1sqSpyr´1sfp1qq
“ p˚˚q
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Po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu vrijedi:
pyr0s đ fp2qqr´1s b pyr0s đ fp2qqr0s b yr´1s b fp1q “ S´1pfp4qqyr´1sfp2q b pyr0s đ fp3qq b yr´2s b fp1q
pa slijedi zamjenom prve dvije komponente, primjenom id b S2 b µH7R i zatim primjenom
idbidbS na taj uvjet i na kraju množenjem svih komponenti i uvrštavanjem u gornju jednakost
p˚˚q “ pyr0s đ fp3qq ¨ S2pS´1pfp4qqyr´1sfp2qq ¨ Spyr´2sfp1qq
“ py đ fp1qqSpfp2qq
“ Spfq ¨ y
“ Φpτ 1px7fqq
(b) Dokazujemo sada je je τ 1 : L7H Ñ L7H , τ 1 : x7f ÞÑ SfS2pxr1sq ¨ xr0s antihomomorfizam.
Najprije uocˇimo da je
Φpτ 1px7fqq “ ΦpSfS2pxr1sq ¨ xr0sq “ Sf ¨ y
za y “ φpxq, jer je Φ´1pyq “ S2pxr1sq ¨ xr0s. Slijedi
τ 1px7fq “ Φ´1pSf7φpxqq
Sada iz toga što su φ i S antihomomorfizmi i Φ izomorfizam algebri lako slijedi da je τ antiho-
momorfizam:
Φpτ 1px7f ¨ d7gqq “ Φpτ 1pxpfp1q § dq7fp2qgqq
“ SpgqSpfp2qq7φpxpfp1q § dqq
“ SpgqSpfp2qq7φpfp1q § dqφpxq
“ SpgqSpfp2qq7pφpdq đ Spfp1qqqφpxq
“ Spgq7φpdq ¨ Spfq7φpdq
“ Φpτ 1pd7gqq ¨ Φpτ 1px7fqq
“ Φpτ 1pd7gq ¨ τ 1px7fqq
Dakle, τ 1 je antihomomorfizam
τ 1px7f ¨ d7gq “ τ 1pd7gq ¨ τ 1px7fq,
a iz toga zbog τ “ Φ ˝ τ 1 ˝ Φ´1 slijedi da je to i τ : H7RÑ H7R, τ : x7f ÞÑ SfS2pxr1sq ¨ xr0s.
8.1.3 Nelijepi bialgebroidi pomoc´u lijepih
Sada možemo povuc´i strukturu lijevog bialgebroida sa L7H na H7R i strukturu desnog bial-
gebroida sa H7R na L7H pomoc´u izomorfizma Φ tih algebri, a na kraju c´emo dokazati da te
strukture zajedno s definiranim antipodima τ odnosno τ 1 cˇine Hopfov algebroid.
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Propozicija 8.1.5. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.
Neka je pR, µR, ηR, §, ρq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacˇimo s L algebru Rop i neka je φ : LÑ R odgo-
varajuc´i antiizomorfizam algebri.
Definiramo preslikavanja:
αL : LÑ H7R
x ÞÑ ρpφpxqq “ φpxqr´1s7φpxqr0s
βL : L
op Ñ H7R
x ÞÑ φpxqr0s đ S´1φpxqr´1s
∆L : H7RÑ H7R b˜LH7R
f7y ÞÑ fp1q71R bL fp2q7y
L : H7RÑ L
f7y ÞÑ φ´1pyr0s đ pS2yr´1sSfqq
Tada je HL “ pH7R, µH7R, αL, βL,∆L, Lq lijevi bialgebroid nad L u indproVect.
Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da je L nad H pletenicˇasto-komutativna lijevo-desna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz lijevo djelovanje § : H b˜LÑ L definirano sa
f § x :“ φ´1pφpxq đ Sfq
i desno kodjelovanje definirano sa
x ÞÑ xr0s b xr1s :“ φ´1pφpxqr0sq b S´1pφpxqr´1sq
izomorfna kao algebra sa H7R po izomorfizmu Φ: L7H Ñ H7R definiranim sa
Φ: x7f ÞÑ ρpφpxqq ¨ f71R “ Sxr1s7φpxr0sq ¨ f71R,
a u propoziciji 8.1.3 je za L7H uz formule
α1L : LÑ L7H
x ÞÑ x71H
β1L : Lop Ñ L7H
x ÞÑ λpxq “ xr0s7xr1s
∆1L : L7H Ñ L7H b˜L L7H
f7x ÞÑ x7fp1q bL 1L7fp2q
1L : L7H Ñ L
f7x ÞÑ pfqx
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dokazano da je lijevi bialgebroid H1L nad L.
Dokazat c´emo da po izomorfizmu Φ sve formule odH1L odgovaraju svim formulama odHL
pa c´e slijediti da je i HL lijevi bialgebroid, izomorfan H1L.
I dalje koristimo oznake x P L i y P R za par genericˇkih elemenata za koje vrijedi y “ φpxq.
Izomorfizam Φ podalgebru H od L7H preslikava identicˇno u podalgebru H od H7R:
Φp17fq “ f71
za genericˇki element f P H .
Provjeravamo sada podudarnost αL s α1L i βL s β1L.
Φpα1Lpxqq “ Φpx71q “ Spxr1sq7φpxr0sq “ φpxqr´1s7φpxqr0s “ yr´1s7yr0s “ αLpxq
Φpβ1Lpxqq “ Φpxr0s7xr1sq “ Spxr1sq7φpxr0sq ¨ xr2s “ φpxr0sq đ xr1s “ yr0s đ S´1pyr´1sq “ βLpxq
Dakle, dobro je definirano preslikavanje ΦbL Φ: L#H bL L#H Ñ R#H bL R#H .
Sada provjeravamo podudarnost 1L i L.
Lpf7yq “ φ´1pyr0s đ pS2pyr´1sqSpfqqq “ pfSpyr´1sqq § φpyr0sq “ pfS2pxr1sqq § xr0s
1Lpx7fq “ pfqx
1LpΦ´1pf7yqq “ 1LpfS2pxr1sq ¨ xr0sq “ pfS2pxr1sqq § xr0s “ Lpf7yq
Provjeravamo podudarnost ∆L i ∆1L.
pΦbL Φqp∆1Lpx7fqq “ pΦbL Φqpx7fp1q bL 17fp2qq “ yr´1s7yr0s ¨ fp1q bL fp2q71
Φpx7fq “ yr´1s7yr0s ¨ f
∆LpΦpx7fqq “ ∆Lpyr´1s7yr0s ¨ fq
“ ∆Lpyr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qqq
“ yr´2sfp1q71bL yr´1sfp2q7pyr0s đ fp3qq
“ yr´2sfp1q71bL yr´1s7yr0s ¨ fp2q
“ p˚q
što je, buduc´i da je
αLpxq “ yr´1s7yr0s
βLpxq “ yr0s đ S´1pyr´1sq
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jednako
p˚q “ pyr0s đ S´1pyr´1sqqyr´2sfp1q71bL fp2q
“ yr´1s7yr0s ¨ fp1q bL fp2q
“ pΦbL Φqp∆1Lpx7fqq
Dokazali smo da se sve formule za H1L podudaraju s odgovarajuc´im formulama za HL.
Slijedi da je HL lijevi bialgebroid, izomorfan H1L.
Propozicija 8.1.6. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom.
Neka je pL, µL, ηL, đ, λq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacˇimo s R algebru Lop i neka je φ : LÑ R odgo-
varajuc´i antiizomorfizam algebri.
Definiramo preslikavanja:
αR : RÑ L7H




∆R : L7H Ñ L7H b˜R L7H
x7f ÞÑ x7fp1q bR 1L7fp2q
R : L7H Ñ R
x7f ÞÑ φpS´1pfq § xq
Tada je HR “ pL7H,µL7H , αR, βR,∆R, Rq desni bialgebroid nad R u kategoriji indproVect.
Dokaz. U propoziciji 8.1.4 je dokazano da je R nad H pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz desno djelovanje đ : R b˜H Ñ R definirano je sa
φpS´1f § xq “: y đ f
i lijevo kodjelovanje sa
φpxr0sq b Spxr1sq “: yr0s b yr´1s
izomorfna kao algebra sa L7X po izomorfizmu Φ: L7H Ñ H7R definiranim sa
Φ: x7f ÞÑ ρpφpxqq ¨ f71R “ Sxr1s7φpxr0sq ¨ f71R,
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a u propoziciji 8.1.2 je za H7R uz formule
α1R : RÑ H7R
y ÞÑ 1H7y
β1R : Rop Ñ H7R
y ÞÑ ρpyq “ yr´1s7yr0s
∆1R : H7RÑ H7R b˜RH7R
f7y ÞÑ fp1q71R bR fp2q7y
1R : H7RÑ R
f7y ÞÑ pfqy
dokazano da je desni bialgebroid H1R nad R.
Dokazat c´emo da po izomorfizmu Φ formule od H1R odgovaraju formulama od HR pa c´e
slijediti da je i HR desni bialgebroid, izomorfan H1R.
I dalje koristimo oznake x P L i y P R za par genericˇkih elemenata za koje vrijedi y “ φpxq.
Izomorfizam Φ podalgebru H od L7H preslikava identicˇno u podalgebru H od H7R:
Φp1L7fq “ f71R
za genericˇki element f P H .
Provjeravamo sada podudarnost αR s α1R i βR s β1R.
Φ´1pα1Rpyqq “ Φ´1p1H7yq “ Spyr´1sq ¨ φ´1pyr0sq “ S2pxr1sq ¨ xr0s “ αRpyq
ΦpβRpxqq “ Φpx71Hq “ Spxr1sq7φpxr0sq “ φpxqr´1s7φpxqr0s “ yr´1s7yr0s “ β1Rpxq
Dakle, dobro je definirano preslikavanje ΦbR Φ: L7H bR L7H Ñ R7H bR R7H .
Sada provjeravamo podudarnost 1R i R.
Rpx7fq “ φpS´1pfq § xq “ φpxq đ f “ y đ f
Rpf7yq “ pfqy
RpΦpx7fqq “ Rpyr´1s7yr0s ¨ fq “ y đ f
Provjeravamo podudarnost ∆R i ∆1R.
pΦbR Φqp∆Rpx7fqq “ pΦbR Φqpx7fp1q bR 17fp2qq
“ yr´1s7yr0s ¨ fp1q bR fp2q
“ yr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qq bR fp3q
“ yr´1sfp1q7αRpyr0s đ fp2qq bR fp3q
“ yr´1sfp1q bR fp3qβRpyr0s đ fp2qq
“ yr´1sfp1q bR fp3qpyr0s đ fp2qqr´1spyr0s đ fp2qqr0s
“ p˚q
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pa po desno-lijevom yetter-Drinfeldovom uvjetu slijedi da je to jednako
p˚q “ yr´2sfp1q bR yr´1sfp2qpyr0s đ fp3qq
“ yr´2sfp1q71bR yr´1s7yr0s ¨ fp2q
Uz
Φpx7fq “ yr´1s7yr0s ¨ f
racˇunamo
∆RpΦpx7fqq “ ∆Rpyr´1s7yr0s ¨ fq
“ ∆Rpyr´1sfp1q7pyr0s đ fp2qqq
“ yr´2sfp1q71bR yr´1sfp2q7pyr0s đ fp3qq
“ yr´2sfp1q71bR yr´1s7yr0s ¨ fp2q
Dokazali smo da se formule za H1R podudaraju s odgovarajuc´im formulama za HR. Slijedi
da je HR desni bialgebroid, izomorfan H1R.
8.1.4 Hopfovi algebroidi
Sada možemo dokazati da lijevi i desni bialgebroid na H7R zajedno s prije uvedenim τ cˇine
Hopfov algebroid.
Teorem 8.1.7. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je pR, µR, ηR, đ, ρq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-
lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacˇimo s L :“ Rop i
odgovarajuc´i antiizomorfizam s φ : LÑ R.
Definiramo preslikavanja:
αR : RÑ H7R αL : LÑ H7R
y ÞÑ 1H7y x ÞÑ ρpφpxqq “ φpxqr´1s7φpxqr0s
βR : R
op Ñ H7R βL : Lop Ñ H7R
y ÞÑ ρpyq “ yr´1s7yr0s x ÞÑ φpxqr0s đ S´1φpxqr´1s
∆R : H7RÑ H7R b˜RH7R ∆L : H7RÑ H7R b˜LH7R
f7y ÞÑ fp1q71R bR fp2q7y f7y ÞÑ fp1q71R bL fp2q7y
R : H7RÑ R L : H7RÑ L
f7y ÞÑ pfqy f7y ÞÑ φ´1pyr0s đ pS2yr´1sSfqq
τ : pH7Rqop Ñ H7R
f7y ÞÑ yr0s ¨ S2yr´1sSf
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Tada je pH7R,HL,HR, τq unutrašnji Hopfov algebroid u kategoriji indproVect s lijevim bial-
gebroidom HL “ pH7R, µH7R, αL, βL,∆L, Lq nad L i desnim bialgebroidom HR “ pH7R,
µH7R, αR, βR,∆R, Rq nad R.
Dokaz. U propozicijama 8.1.2 i 8.1.5 je dokazano da su HR i HL desni odnosno lijevi bialge-
broid nad R odnosno L i u propoziciji 8.1.4 da je τ antihomomorfizam.
(i) Dokazujemo prvo jednakosti
αL ˝ L ˝ βR “ βR, βL ˝ L ˝ αR “ αR,
αR ˝ R ˝ βL “ βL, βR ˝ R ˝ αL “ αL.
Prvu, trec´u i cˇetvrtu jednakost je lako dokazati.
αLpLpβRpyqq “ αLpLpyr´1s7yr0sqq
“ αLpφ´1pyr0s đ pS2pyr´1sqSpyr´2sqqqq
“ αLpφ´1pyqq “ yr´1s7yr0s
“ βRpyq
αRpRpβLpxqqqq “ αRpRpyr0s đ S´1pyr´1sqqq
“ αRpyr0s đ S´1pyr´1sqqq
“ yr0s đ S´1pyr´1sqq
“ βLpxq
βRpRpαLpxqqq “ βRpRpyr´1s7yr0sqq
“ βRpyq “ yr´1s7yr0s
“ αLpxq
Dokazujemo sada drugu jednakost.
βLpLpαRpyqqqq “ βLpLp1H7yqq
“ βLpφ´1pyr0s đ S2yr´1sqq
“ pyr0s đ S2yr´1sqr0s đ S´1pyr0s đ S2yr´1sqr´1s
“ p˚q
Koristec´i desno-lijevi Yetter-Drinfeldov uvjet imamo:
pe đ gq b S´1pe đ gqr´1s “ e đ gp2q b S´1pS´1pgp3qqyr´1sgp1qq
“ e đ gp2q b S´1pgp1qqS´1pyr´1sqS´2pgp3qq
Sada primjenimo desno djelovanje na lijevu i desnu stranu i imamo:
pe đ gq đ S´1pe đ gqr´1s “ e đ pgp2qS´1pgp1qqS´1pyr´1sqS´2pgp3qqq
“ e đ pS´1pyr´1sqS´2pgqq
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Primjenom toga za e “ yr0s i g “ S2pyr´1sq racˇunamo dalje
p˚q “ yr0s đ pS´1pyr´1sqS´2pyr´2sqq
“ 1H7y
“ αRpyq
(ii) Lako se vidi da vrijedi:
p∆R bL idq ˝∆L “ pidbR ∆Lq ˝∆R
p∆L bR idq ˝∆R “ pidbR ∆Rq ˝∆L
Naime, obje strane prve jednakosti na genericˇkom elementu f7y jednake su:
fp1q71R bR fp2q71R bL fp3q7y
a obje strane druge jednakosti:
fp1q71R bL fp2q71R bR fp3q7y
(iii) Na kraju dokazujemo
τ ˝ βL “ αL, τ ˝ βR “ αR
µb1L ˝ pτ b idq ˝∆L “ αR ˝ R
µb1R ˝ pidb τq ˝∆R “ αL ˝ L
τpβRpyqq “ τpyr´1s7yr0sq
“ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpy´2sq
“ y “ αRpyq
τpβLpyqq “ τpyr0s đ S´1pyr´1sqq
“ τpyr´1s7yr0s ¨ S´1pyr´2sqq
“ yr´3s ¨ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpy´2sq
“ yr´1s7yr0s “ αLpyq
Ovdje je µb1R množenje uR-prstenu pH, µb1R , αRq, monoidu u kategoriji pRMR, b˜1R, Rq u kojoj
je lijevo i desno djelovanje na H dano množenjem s αR slijeva i zdesna, inducirano s µH.
Analogno, µb1L je množenje u L-prstenu pH, µb1L , αLq, monoidu u kategoriji pLML, b˜1L, Lq u
kojoj je lijevo i desno djelovanje na H dano sa množenjem s αL slijeva i zdesna, inducirano s
µH. Kompozicije preslikavanja su dobro definirane jer je zbog prethodno dokazana dva svojstva
od τ dobro definirano:
τ b id : H7R bL H7RÑ H7R b1L H7R
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idb τ : H7R bR H7RÑ H7R b1R H7R
Prva jednakost se lako provjeri na genericˇkom elementu f7y:
µb1Lppτ b idqp∆Lpf7yqqq “ Spfp1qqfp2q7y “ pfq1H7y “ αRpRpf7yqq
a za drugu je potrebno koristiti Yetter-Drinfeldov uvjet:
µb1Rppidb τqp∆Rpf7yqqq “ µb1Rppidb τqpfp1q71R bR fp2q7yqq
“ fp1q ¨ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpfp2qq
αLpLpf7yqq “ αLpφ´1pyr0s đ pS2pyr´1sqSfqqq
“ ρpyr0s đ pS2pyr´1sqSfqq
što je po desno-lijevom Yetter-Drinfeldovom uvjetu jednako:
“ S´1pS2pyr´2sqSpfp1qqqyr´1spS2pyr´4sqSpfp3qqq7pyr0s đ pS2pyr´3sqSpfp2qqqq
“ fp1qS2pyr´2sqSpfp3qq7pyr0s đ pS2pyr´3sqSpfp2qqqq
“ fp1q ¨ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpfp2qq
Slijedi i lijevo-desna verzija prethodnog teorema.
Teorem 8.1.8. Neka je pH,µ, η,∆, , Sq unutrašnja Hopfova algebra u kategoriji indproVect
s bijektivnim antipodom. Neka je pL, µL, ηL, §, λq unutrašnja pletenicˇasto-komutativna lijevo-
desna Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H u toj kategoriji. Oznacˇimo s R :“ Lop i
odgovarajuc´i antiizomorfizam s φ : LÑ R.
Definiramo preslikavanja:
αL : LÑ L7H αR : RÑ L7H
x ÞÑ x71H y ÞÑ S2pφ´1pyqr1sq ¨ φ´1pyqr0s
βL : L
op Ñ L7H βR : Rop Ñ L7H
x ÞÑ λpxq “ xr0s7xr1s y ÞÑ φ´1pyq71H
∆L : L7H Ñ L7H b˜L L7H ∆R : L7H Ñ L7H b˜R L7H
x7f ÞÑ x7fp1q bL 1L7fp2q x7f ÞÑ x7fp1q bR 1L7fp2q
L : L7H Ñ L R : L7H Ñ R
x7f ÞÑ pfqx x7f ÞÑ φpS´1pfq § xq
τ : pL7Hqop Ñ L7H
x7f ÞÑ SfS2xr1s ¨ xr0s
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Tada je pL7H,HL,HR, τq unutrašnji Hopfov algebroid u kategoriji indproVect s lijevim bi-
algebroidom HL “ pL7H,µL7H , αL, βL,∆L, Lq nad L i desnim bialgebroidom HR “ pL7H,
µL7H , αR, βR,∆R, Rq nad R.
Dokaz. Iz prethodnog dokazanog slijedi da je to Hopfov algebroid izomorfan Hopfovom alge-
broidu iz teorema 8.1.7.
Slijedi tablica u kojoj su ukratko navedene sve formule koje se pojavljuju u prethodnim
propozicijama. Postoje dva istaknuta antiizomorfizma med¯u LÑ R koja proizlaze iz strukture
Hopfovog algebroida, naime φ “ R ˝αL s inverzom φ´1 “ L ˝ βR, te µ “ R ˝ βL s inverzom
µ´1 “ L ˝ αR. Ovdje su kao u prethodnim propozicijama ti antiizomorfizmi korišteni da se
povežu formule za prikaze Hopfovog algebroida kaoH7R i L7H . Izomorfizam te dvije algebre,
tj. veza ta dva prikaza iste algebre, vidljiva je iz tablice uspored¯ujuc´i preslikavanja s lijeve i
desne strane, naprimjer: x “ x71H “ αLpxq P L7H jednak je αLpxq “ φpxqr´1s7φpxqr0s P H7R
i imajuc´i na umu da je 1L7f P L7H jednak f71R P H7R.
L7H H7R
lijevi bialgebroid nad L lijevi bialgebroid nad L, pomoc´u φ
αLpxq “ x71H αLpφ´1pyqq “ yr´1s7yr0s
βLpxq “ xr0s7xr1s βLpφ´1pyqq “ yr0s đ S´1pyr´1sq
∆Lpx7fq “ x7fp1q bL 1L7fp2q ∆Lpf7yq “ fp1q71R bL fp2q7y
Lpx7fq “ pfqx Lpf7yq “ φ´1pyr0s đ pS2pyr´1sqSpfqqq
desni bialgebroid nad R, pomoc´u φ desni bialgebroid nad R
αRpφpxqq “ S2pxr1sq ¨ xr0s αRpyq “ 1H7y
βRpφpxqq “ x71H βRpyq “ yr´1s7yr0s
∆Rpx7fq “ x7fp1q bR 1L7fp2q ∆Rpf7yq “ fp1q71R bR fp2q7y
Rpx7fq “ φpS´1pfq § xq Rpf7yq “ pfqy
antipod antipod
τpx7fq “ SpfqS2pxr1sq ¨ xr0s τpf7yq “ yr0s ¨ S2pyr´1sqSpfq
τ´1px7fq “ S´1pfq ¨ xr0s7xr1s τ´1pf7yq “ yr´1s7yr0s ¨ S´1pfq
Ovdje je φ “ R ˝ αL, φ´1 “ L ˝ βR, φ : LÑ R antiizomorfizam
Alternativno, formule za drugi bialgebroid možemo zapisati i pomoc´u gore navedenog µ kao u
sljedec´oj tablici. Dijelovi ove dodatne tablice mogu zamijeniti dijelove gornje tablice u kojima
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su formule zapisane pomoc´u φ.
L7H H7R
desni bialgebroid nad R, pomoc´u µ lijevi bialgebroid nad L, pomoc´u µ
αRpµpxqq “ xr0s7xr1s αLpµ´1pyqq “ yr0s ¨ S2pyr´1sq
βRpµpxqq “ S´1pxr1sq § xr0s βLpµ´1pyqq “ 1H7y
∆Rpx7fq “ x7fp1q bR 1L7fp2q ∆Lpf7yq “ fp1q71R bL fp2q7y
Rpx7fq “ µppSpfqS2pxr1sqq § xr0sq Lpf7yq “ µ´1py đ S´1pfqq
Ovdje je µ “ R ˝ βL, µ´1 “ L ˝ αR, µ : LÑ R antiizomorfizam
Zamijetimo da su u dodatnoj tablici formule za desni bialgebroid nad R pomoc´u µ analogne
formulama u osnovnoj tablici za desni bialgebroid nad R pomoc´u φ i slicˇno za formule za lijeve
bialgebroide pomoc´u φ i µ.
Napomena 8.1.9. Dokazi teorema i propozicija u ovom poglavlju lako se prevode u apstrak-
tnoj Sweedlerovoj notaciji na dokaze analognih teorema i propozicija u kojima je kategorija
indproVect zamijenjena proizvoljnom simetricˇnom monoidalnom kategorijom koja posjeduje
koujednacˇitelje koji komutiraju s monoidalnim produktom. Posebnu pažnju pritom treba dati
samo izrazima oblika ∆phq ¨∆ph1q, jer rad s njima ukljucˇuje identitete koji sadrže djelovanja λ
i ρ iz definicije 7.2.13 unutarnjeg bialgebroida, vidi dokaze lema u odjeljku 7.3. Ovdje to nije
bilo potrebno jer je koprodukt ∆phq P H bA H uvijek bio u racˇunu predstavljen s piAph1q za
neki h1 P H bH, gdje smo s H oznacˇili poludirektne produkte L7H i H7R, s A algebre L i R,




Yetter-Drinfeldove modulne algebre i
skalarna proširenja u indproVect
U ovom poglavlju bavimo se pitanjem kada za unutrašnje Hopfove algebre R i H u Hopfovom
sparivanju u kategoriji indproVect vrijedi da je R nad H unutrašnja pletenicˇasto-komutativna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra u kategoriji indproVect. U prethodnom poglavlju je do-
kazano da svaka takva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz bijektivnost antipoda Hopfove
algebre H) vodi na strukturu Hopfovog algebroida na poludirektnom produktu H7R. Pritom
nas najviše zanimaju sparivanja Hopfovih algebri iz dualnih potkategorija indVect i proVect,
te Heisenbergova udvojenja R˚7R u toj kategoriji za R iz kategorije indVectFin.
Hopfovo sparivanje, Hopfovo djelovanje i poludirektni produkt u indproVect definirani su
u odjeljcima 6.3 i 6.4 poglavlja Algebra u monoidalnim kategorijama.
9.1 Pregled rezultata i metoda
Rezultate smo dobili za Hopfova sparivanja R b˜H Ñ k koja su nedegenerirana u drugoj vari-
jabli, što naravno ukljucˇuje kanonsko sparivanje R b˜R˚ Ñ k i primjer Heisenbergovog udvo-
jenja R˚7R za Hopfovu algebru R u indVectFin. U dokazu sljedec´eg teorema 9.3.10 smo
koristili injektivnosti odred¯enih linearnih preslikavanja T0, T1 i T2, koje ne bi mogle vrijediti
da sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli. Ipak, dodatno su nad¯eni primjeri u kojima
sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli.
Teorem A. Neka su R i H unutrašnje Hopfove algebre u indproVect i neka je đ : R b˜H Ñ R
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desno Hopfovo djelovanje u indproVect takvo da je T2 koji je definiran u napomeni 9.2.2




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ
injekcija.
Tada ako postoji morfizam ρ : RÑ H b˜R u indproVect za koji vrijedi uvjet:
µR ˝ pđ b˜ idRq ˝ pidR b˜ ρq “ µR ˝ τR,R
to jest
r1 đ ρprq “ rr1, za sve r, r1 P R,
vrijedi da je ρ lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanje đ i kodjelovanje ρ unutrašnja pletenicˇasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.
Nadalje, taj ρ je jedinstveno takvo kodjelovanje.
Injektivnost linearnog preslikavanja T2 dokazali smo
(i) u slucˇaju Hopfovog sparivanja R i H iz potkategorija indVect i proVect: koristec´i slo-
ženiju propoziciju s anihilatorima, uz dodatne dovoljne uvjete na koprodukt Hopfove
algebre R,
(ii) u slucˇaju Hopfovog sparivanja R iz indVectFin sa R˚ iz proVectFin (Heisenbergovo
udvojenje R˚7R), te opc´enitije sa H iz proVect: koristec´i jednostavnije dokaze s uvede-
nim kanonskim elementima.
9.1.1 Hopfove algebre iz potkategorija indVect i proVect
Opišimo sada prvi slucˇaj. Dokazan je sljedec´i teorem.
Teorem B. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVect, H unutrašnja Hopfova algebra
u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k Hopfovo sparivanje med¯u njima u indproVect koje
je nedegenerirano u drugoj varijabli. Neka R ima filtrirajuc´e komponente tRnunPN0 i skup
generatora kao vektorskog prostora za koji vrijedi:
(∆0) za svaki generator r P R0 postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je ∆Rprq´rbr1 P
AnihRpHq bR
(∆n) za sve n P N, za svaki generator r P Rn postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je
∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 bR ` AnihRpHq bR
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Tada ako postoji morfizam ρ : RÑ H b˜R u indproVect za koji je
r1 đ ρprq “ rr1, za sve r, r1 P R,
onda je ρ lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje đ i kodjelovanje ρ unutrašnja pletenicˇasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.
Nadalje, taj ρ je, ako postoji, jedinstven takav morfizam i jedinstveno takvo kodjelovanje.
Zamijetimo su zahtjevi p∆0q i p∆nq poopc´enja sljedec´ih zahtjeva:
(∆10) R0 – k
(∆1n) za sve n P N, za svaki r P Rn, vrijedi ∆Rprq ´ r b 1R P Rn´1 bR
koji su zadovoljeni naprimjer za univerzalnu omotacˇku algebru Upgq i za povezane strogo fil-
trirane Hopfove algebre, te poopc´enja sljedec´ih zahtjeva:
(∆20) za svaki generator r P R0 postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je ∆Rprq “ rb r1
(∆2n) za sve n P N, za svaki generator r P Rn postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je
∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 bR
za koje c´e se pokazati da su zadovoljeni naprimjer za Uqpsl2q, uz standardnu filtraciju koja je
cˇini objektom u indVect koji nije unutar indVectFin.
9.1.1. Pregled pomoc´nih rezultata. Dokazano je da svaki morfizamA b˜B Ñ C u indproVect
definira linearno preslikavanje B Ñ HomindproVectpA,Cq, što je korišteno za definiciju potreb-
nih linearnih preslikavanja koja slijede. Koristec´i filtriranu bazu od R i formalnu bazu od H
pokaže se da su, ako je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli, linearna preslikavanja
definirana u napomeni 9.2.2:
S1 : H b˜RÑ HomindproVectpR,Rq, S1p
ÿ
λ








hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λyrλ
injekcije. To je ucˇinjeno u pododjeljku 9.3.1. Zatim se koriste zahtjevi p∆0q i p∆nq da bi se
preslikavanja T1 i T2 na nekim pogodnim kvocijentima prikazala pomoc´u injekcija S1 i S2 i na
temelju toga dokazala injektivnost T1 i T2. To je ucˇinjeno u pododjeljcima 9.3.2 i 9.3.3, gdje su
pripremne propozicije i glavna složenija propozicija s anihilatorima koja pokazuje injektivnost
linearnog preslikavanja T2.
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9.1.2 Heisenbergovo udvojenje Hopfove algebre iz indVectFin
Opišimo sada drugi slucˇaj. Heisenbergovo udvojenje, poludirektni produkt A˚7A, definirano je
za konacˇno-dimenzionalne Hopfove algebre A. Ovdje c´e Heisenbergovo udvojenje biti defini-
rano opc´enitije za sve Hopfove algebre R koje su filtrirane konacˇno-dimenzionalnim kompo-
nentama, tj. objekti u indVectFin. Naime, za takve Hopfove algebre vrijedi da je njihov dualR˚
unutrašnja Hopfova algebra u proVectFin i da je njihovo sparivanje morfizam u indproVect,
vidi odjeljak 9.4.
Za Hopfove algebre R iz indVectFin koje imaju bijektivan antipod, dokazali smo da je
linearno preslikavanje T2 injektivno i zatim pronašli jednostavan nužan i dovoljan uvjet za pos-
tojanje preslikavanja ρ iz teorema A.
Teorem C. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipodom.
Tada postoji kodjelovanje ρ : R Ñ R˚ b R takvo da je R nad R˚ desno-lijeva pletenicˇasto-
komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje đ : Rb
R˚ Ñ R ako i samo ako je orbita svakog elementa Y P R po adjungiranim djelovanjima od R
potprostor konacˇne dimenzije. To kodjelovanje je tada jedinstveno.
Nakon toga je u primjerima pokazano da uvjete teorema zadovoljavaju univerzalna omo-
tacˇka algebra Upgq konacˇno-dimenzionalne Liejeve algebre g, što c´e voditi na skalarno proši-
renje Upgq˚7Upgq koje se može kao algebra poistovjetiti s algebrom formalnih diferencijalnih
operatora J8pG, eq7Upgq. Takod¯er, dokazano je da je uvjet teorema zadovoljen za kvantnu
grupu Uqpsl2q promatranu kao Hopfovu algebru u indVectFin.
9.1.2. Pregled pomoc´nih rezultata. Ovdje upravo konacˇna-dimenzionalnost komponenata od
R i bijektivnost antipoda (koja je inacˇe zadovoljena za sve konacˇno-dimenzionalne Hopfove
algebre) omoguc´ava definiciju odred¯enih kanonskih elemenata i njihovu upotrebu. Naime, po-
kaže se da je moguc´e definirati kanonske elemente
K, L : EndpRq Ñ R˚ bˆ
¯
R
koristec´i filtriranu bazu pDαqα odR i njoj dualnu formalnu bazu peαqα odR˚, koja ne bi bila for-
malna baza da nisu komponente konacˇno-dimenzionalne. Oni su unutar skupa vec´eg odR˚ b˜R,
ali opet unutar kategorije, jer je taj skup jednak tenzorskom produktu R˚ b˜
¯





R oznacˇeno da je na R zaboravljena filtracija. Kanonski element K i njegov inverz Sˆ1 su






Sˆ1 : R˚ bˆRÑ EndpRq, Sˆ1p
ÿ
λ
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te kanonski element L i njegov inverz Tˆ1







Tˆ1 : R˚ bˆRÑ EndpRq, Tˆ1p
ÿ
λ




Cilj je pomoc´u kanonskih elemenata dokazati da su T1 i T2 injekcije. U oba slucˇaja se lako
dokaže da je Sˆ1 ˝K “ idEndpRq i Tˆ1 ˝L “ idEndpRq, ali teže da su obratne kompozicije identitete,
to jest da su Sˆ1 i Tˆ1 injekcije. Zatim se na analogan nacˇin dokaže pomoc´u dvostrukog kanonskog
elementaM da je Tˆ2 injekcija. Pritom su Sˆ1, Tˆ1 proširenja reprezentacija S1, T1 (dviju struktura
algebre na) R˚bR na vec´i tenzorski produkt R˚ bˆ
¯
R koji je i dalje u kategoriji, ali nije algebra
u kategoriji. Analogno je Tˆ2 proširenje od T2. Tako se pokaže da je T2 injekcija, što je jedan
uvjet teorema A. Dalje se koristec´i opet kanonske elemente pokaže da se preslikavanje
Lu :“ LpφY q : RÑ R˚ bˆ
¯
R, φY : Z ÞÑ Y Z
korestringira do traženog morfizma ρ : R Ñ R˚ b˜R tocˇno onda kad su orbite elemenata od
R po adjungiranom djelovanju konacˇne dimenzije, cˇime se zadovolji drugi uvjet teorema A.
Pritom ta veza s adjungiranim djelovanjem dolazi iz formule
Sˆ1pLpφY qq : Z ÞÑ S´1pZp2qqY Zp1q.
9.1.3 Hopfove algebre iz potkategorija indVectFin i proVect
Sada opišimo opc´enitiju verziju drugog slucˇaja sa H u proVect umjesto R˚, koji se nadovezuje
na prethodno.
Teorem D. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijekivnim antipodom. Neka
jeH unutrašnja Hopfova algebra u proVect u Hopfovom sparivanju x , y : RbH “ R b˜H Ñ k
s R u indproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelovanje ρ : RÑ
H7R uz koje je R nad H pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra sa spa-
rivanjem induciranim djelovanjem đ : RbH Ñ R ako i samo ako je LupRq Ď H7R Ď R˚7R.
Na temelju ovog teorema c´e slijediti da je Upgqmin7Upgq skalarno proširenje nad Upgq za
odred¯enu Hopfovu algebru Upgqmin Ď Upgq˚ koju dobijemo ekplicitno izracˇunavši generatore
i strukturna preslikavanja najmanje Hopfove algebre H Ď Upgq˚ takve da je LupRq Ď H7R.
Takod¯er, buduc´i da c´e iz tih eksplicitnih racˇuna biti jasno da je Upgqmin Hopfova algebra u
kategoriji Vect Ď proVect, direktno c´e slijediti da je i Upgq˝7Upgq skalarno proširenje nad
Upgq za reducirani dual Upgq˝ Ď Upgq˚.
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Takod¯er, imamo i geometrijski definirane primjere OpAutpgqq7Upgq i OminpGq7Upgq, kod
kojih pak sparivanje nije nedegenerirano u drugoj varijabli, vec´ je cˇinjenica da je Upgq nad
OminpGq i nad OpAutpgqq Yetter-Drinfeldova modulna algebra dokazana direktno koristec´i
nad¯eni opis generatora i strukturnih preslikavanja tih Hopfovih algebri.
Takod¯er, za Uqpsl2q je analizirano kako se mogu upotrijebiti kanonski elementi cˇak i kada
Uqpsl2q gledamo sa standardnom filtracijom, kao objekt u indVect koji nije u indVectFin.
9.2 Reprezentacije
Propozicija 9.2.1. Neka je f : A b˜B Ñ C morfizam u indproVect. Tada je za svaki b P B li-
nearno preslikavanje T pbq : AÑ C definirano sa: T pbqpaq “ fpabbqmorfizam u indproVect.
Dakle, morfizam f : A b˜B Ñ C u indproVect definira linearno preslikavanje
T : B Ñ HomindproVectpA,Cq.
Za formalnu sumu
ř
λ bλ “ b u B i a P A vrijedi da je
ř
λpT pbλqpaqq formalna suma u C i







pa je, ako je B tenzorski produkt objekata, preslikavanje T jedinstveno odred¯eno svojom vri-
jednosti na jednostavnim tenzorima.
Analogno je za svaki a P A definiran morfizam B Ñ C u indproVect cˇime je definirano
linearno preslikavanje A Ñ HomindproVectpB,Cq i ono je odred¯eno svojim vrijednostima na
jednostavnim tenzorima.
Dokaz. Neka su komponente od A, B, C redom tAiuiPI , tBjujPJ , tCkukPK . Lako se vidi
da je T pbq zaista morfizam u indproVect. Naime, za svaki i P I , j P J postoji filtrirajuc´a
komponenta Ck takva da postoji morfizam fi,j : Ai bˆBj Ñ Ck u proVect koji je komponenta
morfizma f : A b˜B Ñ C. Buduc´i da se b nalazi u nekoj filtrirajuc´oj komponenti Bj , za svaki
i postoji k takav da postoji linearno preslikavanje Tipbq : Ai Ñ Ck, Tipbqpaq “ fi,jpa b bq, za
koje vrijedi T pbq ˝ ιAi “ ιCk ˝ Tipbq.
Preslikavanje fi,j je morfizam u proVect pa distribuira po formalnim sumama, dakle i for-
malnim sumama oblika přλ aλq b b “ řλpaλ b bq (tenzorski produkt formalnih suma je for-
malna suma po lemi 5.4.7) iz cˇega slijedi da linearno preslikavanje Tipbq distribuira po formal-
nim sumama
ř
λ aλ, tj. da je ono takod¯er morfizam u proVect. Time je pokazano da je linearno



















jer je tenzorski produkt formalnih suma formalna suma i f distribuira po formalnim sumama.
9.2.2. Po propoziciji 9.2.1 desno Hopfovo djelovanje đ : R b˜H Ñ R Hopfove algebre H u
indproVect na Hopfovu algebru R u indproVect definira linearno preslikavanje
T0 : H Ñ HomindproVectpR,Rq, T0phq : d ÞÑ d đ h
i desno djelovanje T1 :“ đ : R b˜pH7Rq Ñ R definira linearno preslikavanje
T1 : H7RÑ HomindproVectpR,Rq, T1p
ÿ
λ







Buduc´i da H7R djeluje na R, preslikavanje T1 je antihomomorfizam algebri.
Analogno, sparivanje x , y : R b˜H Ñ k objekata R i H u indproVect definira linearno
preslikavanje
S0 : H Ñ HomindproVectpR, kq, S0phq : d ÞÑ xd, hy
i morfizam S1 u indproVect dan kompozicijom R b˜H b˜R x , ybidR // k b˜R // R definira
linearno preslikavanje
S1 : H b˜RÑ HomindproVectpR,Rq, S1p
ÿ
λ




Po toj propoziciji preslikavanja su dobro definirana formulama s formalnim sumama s desne
strane i odred¯ena su svojim vrijednostima na jednostavnim tenzorima.
Dodatno c´emo definirati primjenom iste propozicije 9.2.1 dva preslikavanja koja c´e nam biti
potrebna u dokazu glavnog teorema 9.3.10.
Morfizam T2 u indproVect dan kompozicijom
R b˜R b˜H b˜H7R idR b˜ τR,H b˜ idH7R // R b˜H b˜R b˜H7R đ b˜ đ // R b˜R µR // R
na jednostavnim tenzorima je
T2 : db d1 b hb h1 b r ÞÑ pd đ hqpd1 đ h17rq “ pd đ hqpd1 đ h1qr
i definira linearno preslikavanje




hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ.




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ






























Morfizam S2 u indproVect dan kompozicijom
R b˜R b˜H b˜H b˜R idR b˜ τR,H b˜ idH b˜ idR// R b˜H b˜R b˜H b˜R x , y b˜x , y b˜ idR // k b˜R // R
na jednostavnim tenzorima je
S2 : db d1 b hb h1 b r ÞÑ xd, hy xd1, h1yr
i definira linearno preslikavanje




hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λyrλ.
Slike po preslikavanjima S2 i T2 dovoljno je zadati na jednostavnim tenzorima jer je doka-
zano da su te slike morfizmi u indproVect (dakle, mogu se proširiti na cijelu domenu R b˜R
koristec´i zapise pomoc´u formalnih suma i to je dobro definirano, tj. neovisno o izboru formalne
sume).
U sljedec´ih nekoliko propozicija dokazat c´emo da vrijedi: (i) ako je S0 injekcija, onda su
S1 i S2 injekcije, (ii) uz neke odred¯ene uvjete na bialgebru R u indVect koja je u Hopfovom
sparivanju s bialgebrom H u proVect, ako je S0 injekcija, onda su T0, T1 i T2 injekcije. To
c´emo onda koristiti u teoremu 9.3.10 da dokažemo jednakost nekih elemenata u H , u H7R i u
H b˜H7R.
9.3 Injektivnost reprezentacija
9.3.1 Injektivnost S1 i S2
Propozicija 9.3.1. Neka je peαqαPA formalna baza objekta H u proVect i neka je pDβqβPB fil-
trirana baza objekta R u indVect. Tada se svaki element od H b˜R može zapisati na jedinstven
nacˇin kao formalna suma
ř
pα,βqPAˆB aαβeα bDβ .
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Dokaz. Neka filtracija na R ima komponente ptRiuiPIq. Skup pDβqβPB je filtrirana baza od R,
pa postoji kofinalni podskup K od I takav da je za svaki i P K praslika tog skupa po injekciji
ιRi : Ri Ñ R, ιRi ptDβ | β P Buq “: tDβ | β P Biu, baza filtrirajuc´e komponente Ri, objekta
u Vect. Buduc´i da je Ri trivijalno kofiltriran vektorski prostor kao objekt u proVect, to je
tDβ | β P Biu njegova formalna baza, pa po propoziciji 3.3.14 slijedi da je peαbDβqpα,βqPAˆBi
formalna baza od filtrirajuc´e komponente H bˆRi, objekta u proVect.
Svaki element t od H b˜R pripada nekoj komponenti H bˆRi. Zbog kofinalnosti K u I ,
komponentu možemo odabrati tako da i bude u K. Element t unutar komponente H bˆRi može
se tada po propoziciji 3.3.10 zapisati na jedinstven nacˇin kao formalna suma u toj bazi. Ako
uzmemo zapise u dvije razlicˇite komponenteH bˆRi iH bˆRj , pri cˇemu komponente ne moraju
imati indekse iz skupaK, lako se vidi da zbog kofinalnosti skupaK postoji komponentaH bˆRk
sa k P K u kojoj c´e slike tih dviju formalnih suma po neprekidnim veznim preslikavanjima (koja
su inkuzije) po prethodnome biti ista formalna suma. Dakle, zapis je jedinstven.
Propozicija 9.3.2. Neka je R objekt u indVect, H objekt u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k
sparivanje u indproVect. Neka su S0, S1 i S2 linearna preslikavanja definirana u napomeni
9.2.2:
S0 : H Ñ HomindproVectpR, kq, S0phqpdq “ xd, hy,
S1 : H b˜RÑ HomindproVectpR,Rq, S1p
ÿ
λ








hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λyrλ.
Tada vrijedi sljedec´e: ako je S0 injekcija, tj. sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli,
onda su i S1 i S2 injekcije.
Dokaz. Pretpostavimo da je S0 injekcija. Neka je peαqαPA formalna baza objekta H u proVect
i neka je pDβqβPB filtrirana baza objekta R u indVect. One postoje po propozicijama 3.3.13 i
4.3.2.
Dokazujemo da je S1 injekcija. Neka je t ‰ 0 element od H b˜R. On se može zapisati kao
formalna suma oblika
ř
pα,βqPAˆB aαβeαbDβ po propoziciji 9.3.1. Po lemi 5.4.7 o racˇunanju s
formalnim sumama: (a) grupiranjem sumanada imamo da je za svaki β izraz
ř
αPA aαβeαbDβ
formalna suma, (b) buduc´i da je za svaki β element Dβ ‰ 0, slijedi da je za svaki β izrazř














Sada odaberemo neki d P R takav da je barem jedan xd, vβy ‰ 0. Takav postoji jer u protivnom








što je zbog linearne nezavisnosti tDβuβ razlicˇito od 0. Dokazali smo da je S1 injekcija.
Sada dokazujemo da je S2 injekcija. Zakljucˇivanje slijedi slicˇno kao za S1 koristec´i iste
propozicije i leme. Neka je t1 ‰ 0 element od H b˜H b˜R. On se može zapisati kao formalna
suma oblika
ř
pγ,α,βqPAˆAˆB aγαβ eγ b eα bDβ . Grupiranjem sumanada imamo da je za svaki
pα, βq izraz řγPA aγαβ eγ b eα b Dβ formalna suma. Buduc´i da je za svaki pα, βq element
eα b Dβ ‰ 0, slijedi da je za svaki pα, βq izraz řγPA aγαβeγ formalna suma neke vrijednosti
vαβ i vrijediÿ
pγ,α,βqPAˆAˆB






aγαβ eγq b eα bDβ “
ÿ
α,β
vαβ b eα bDβ.
Sada odaberemo neki d1 P R takav da je barem jedan xd1, vαβy ‰ 0. Takav postoji jer u protiv-
nom bi, jer je S0 injekcija, svaki vαβ bio jednak 0 pa i t1 jednak 0. Buduc´i da je x , y b˜ idH b˜ idR
morfizam u indproVect, izraz ÿ
α,β
xd1, vαβy eα bDβ
je takod¯er formalna suma. Po propoziciji 9.3.1, zapis je jedinstven, pa slijedi da je ta formalna
suma vrijednosti t ‰ 0. Buduc´i da je S1 injekcija, postoji d P R takav da je S1ptqpdq ‰ 0 pa je
S2pt1qpd1 b dq “
ÿ
α,β
xd1, vαβy xd, eαyDβ “ S1ptqpdq ‰ 0.
Dokazali smo da je S2 injekcija.
Napomena 9.3.3. U definiciji linearnog preslikavanja S2 i dokazu propozicije zapravo nije
bitno da su sparivanja jednaka i da R sudjeluje u njima, pa bi se analogno mogla dokazati i
opc´enitije tvrdnje da je




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
xd, hλy1 xd1, h1λy2 rλ
dobro definirano linearno preslikavanje i da je injekcija cˇim su sparivanja x , y1 : R1 b˜H1 Ñ k
i x , y2 : R2 b˜H2 Ñ k nedegenerirana u drugoj varijabli, te da je








dobro definirano linearno preslikavanje i da je injekcija cˇim je sparivanje x , y1 : R1 b˜H1 Ñ k




Propozicija 9.3.4. Neka su V i W objekti u proVect i neka su V 1 ď V i W 1 ď W njihovi
potpuni potprostori. Tada je presjek potpunih potprostora V 1 bˆW i V bˆW 1 od V bˆW jednak
V 1 bˆW 1.
Dokaz. Jezgra od V 1 bˆW ãÑ V bˆW Ñ V bˆpW {W 1q je jezgra tenzorskog produkta ιV 1 bˆ qW 1
monomorfizma i kvocijentnog preslikavanja, dakle, po propoziciji 3.4.23, ona je jednaka
V 1 bˆKer qW 1 “ V 1 bˆW 1.
S druge strane, buduc´i da je kvocijent po potpunom potprostoru u proVect koujednacˇitelj
po propoziciji 3.4.12 i da po korolaru 3.4.4 u proVect koujednacˇitelj komutira s tenzorskim
produktom, to je V bˆpW {W 1q – pV bˆW q{pV bˆW 1q i desni trokut na sljedec´em dijagramu je
komutativan.
V bˆpW {W 1q
V bˆW 1 V bˆW
V 1 bˆW pV bˆW q{pV bˆW 1q
–
0
idV bˆ ιW 1
idV bˆ qW 1
qV bˆW 1
ιV 1 bˆ idW
Jezgra preslikavanja V 1 bˆW ãÑ V bˆW Ñ pV bˆW q{pV bˆW 1q je skup svih elemenata od
V 1 bˆW koji se preslikaju unutar jezgre V bˆW 1 kvocijentnog preslikavanja qV bˆW 1 , dakle, jez-
gra je
pV 1 bˆW q Ş pV bˆW 1q.
Jezgre su jednake, dakle vrijedi V 1 bˆW 1 “ pV 1 bˆW q Ş pV bˆW 1q.
Propozicija 9.3.5. Neka je R objekt u indVect, H objekt u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k
sparivanje med¯u njima u indproVect. Tada za svaku filtrirajuc´u komponentu Rn od R vrijedi
da je AnihHpRnq :“ th P H | xr, hy “ 0, @r P Rnu potpun potprostor od H . Nadalje, postoji
jedinstveno preslikavanje
x , yn : Rn bˆpH{AnihHpRnqq Ñ k











Ovdje je s pin oznacˇeno kvocijentno preslikavanje H Ñ H
L
AnihHpRnq, morfizam u proVect.
Dokaz. (i) Dokazujemo da je AnihpRnq potpun potprostor od H za svaku filtrirajuc´u kom-
ponentu Rn. Preslikavanje Rn bˆH Ñ k u drugom retku je komponenta morfizma x , y u
indproVect, dakle morfizam u proVect. Buduc´i da tada to preslikavanje distribuira po formal-
nim sumama, slijedi da AnihpRnq sadrži sve formalne sume cˇiji su sumandi njegovi elementi,
pa je po propoziciji 3.4.8 potpun potprostor od H .
(ii) Dokazujemo da je dobro definirano preslikavanje
x , yn : Rn bˆpH{AnihHpRnqq Ñ k
u najdonjem retku na dijagramu, da je ono morfizam u proVect i da je nedegenerirano u dru-
goj varijabli. Buduc´i da je AnihpRnq potpun potprostor od H , slijedi da je Rn bˆAnihpRnq
potpun potprostor od Rn bˆH . Zbog toga što je Rn bˆAnihpRnq podskup jezgre preslikavanja
Rn bˆH Ñ k u drugom retku i potpun potprostor od Rn bˆH , po propoziciji 3.4.14 postoji
jedinstveno preslikavanje pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq Ñ k u trec´em retku na sljedec´em dija-







Po korolaru 3.4.4 koujednacˇitelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je
pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq – Rn bˆpHLAnihpRnqq
i kvocijentno preslikavanje Rn bˆH Ñ pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq možemo zamijeniti s





Propozicija 9.3.6. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVect, H unutrašnja Hopfova
algebra u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k Hopfovo sparivanje med¯u njima u indproVect.
Neka R ima filtrirajuc´e komponente tRnunPN0 i neka vrijedi za svaki n P N0
∆RpRnq Ď Rn bR ` AnihRpHq bR.
Za svaki n je tada AnihHpRnq potpun potprostor od H te postoji jedinstveno preslikavanje
đn : Rn bˆpH{AnihHpRnqq Ñ Rm,









Ovdje je đ : R b˜H Ñ R desno djelovanje definirano u 6.4.4. S pin je oznacˇeno kvocijentno
preslikavanje H Ñ HLAnihHpRnq, morfizam u proVect.
Dokaz. U propoziciji 9.3.5 dokazano je da je AnihpRnq potpun potprostor od H za svaku filtri-
rajuc´u komponentu Rn. Preslikavanje Rn bˆH Ñ k u drugom retku je komponenta morfizma đ
u indproVect, dakle morfizam u proVect. Dokazujemo da je dobro definirano preslikavanje
đn : Rn bˆpH{AnihHpRnqq Ñ Rm
u najdonjem retku na dijagramu i da je ono morfizam u proVect. Buduc´i da je AnihpRnq potpun
potprostor od H , slijedi da je Rn bˆAnihpRnq potpun potprostor od Rn bˆH . Buduc´i da je
∆RpRnq Ď Rn bR ` AnihRpHq bR,
vrijedi da je Rn bˆAnihpRnq podskup jezgre preslikavanja Rn bˆH Ñ Rm u drugom retku
na sljedec´em dijagramu, komponente morfizma đ. Naime, svaki element od Rn bˆAnihHpRnq
možemo zapisati kao formalnu sumu
ř
λ rλ b hλ u kojoj je svaki hλ u AnihHpRnq i svaki rλ u







rλ b hλq “
ÿ
λ
xrλp1q, hλyrλp2q “ 0.
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Po propoziciji 3.4.14 zbog toga postoji jedinstveno preslikavanje pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq Ñ








Po korolaru 3.4.4 koujednacˇitelj u proVect komutira s tenzorskim produktom, pa je
pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq – Rn bˆpHLAnihpRnqq
i kvocijentno preslikavanje Rn bˆH Ñ pRn bˆHq
LpRn bˆAnihpRnqq možemo zamijeniti s
idRn bˆ pin : Rn bˆH Ñ Rn bˆpH
L
AnihpRnqq.
Propozicija 9.3.7. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVect, H unutrašnja Hopfova
algebra u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k Hopfovo sparivanje med¯u njima u indproVect.
Neka R ima filtrirajuc´e komponente tRnunPN0 . Tada vrijede sljedec´e dvije tvrdnje.
Ako za r P R postoji r1 P R sa svojstvom
∆Rprq ´ r b r1 P AnihRpHq bR,
onda za svaki h P H vrijedi r đ h “ xr, hyr1.
Ako za n P N i r P Rn postoji r1 P R sa svojstvom
∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 bR ` AnihRpHq bR,
onda za svaki h P AnihH pRn´1q vrijedi r đ h “ xr, hyr1.
Ovdje je đ : R b˜H Ñ R desno djelovanje inducirano sparivanjem definirano u 6.4.4.
Dokaz. Ako je ∆Rprq ´ r b r1 P AnihRpHq bR, onda za svaki h P H vrijediÿ
xrp1q, hyrp2q ´ xr, hyr1 “ 0
to jest r đ h “ xr, hyr1. Ako je ∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 b R ` AnihRpHq b R, onda slicˇno za
svaki h P AnihpRn´1q vrijedi řxrp1q, hyrp2q ´ xr, hyr1 “ 0 to jest r đ h “ xr, hyr1.
222
9.3. INJEKTIVNOST REPREZENTACIJA
9.3.3 Injektivnost T0, T1 i T2
Propozicija 9.3.8. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVect, H unutrašnja Hopfova
algebra u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k Hopfovo sparivanje med¯u njima u indproVect.
Neka su S0, T0, T1 i T2 linearna preslikavanja definirana u napomeni 9.2.2:
S0 : H Ñ HomindproVectpR, kq, S0phqpdq “ xd, hy,
T0 : H Ñ HomindproVectpR,Rq, T0phqpdq “ d đ h
T1 : H b˜RÑ HomindproVectpR,Rq, T1p
ÿ
λ








hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ.
Pretpostavimo da je S0 injekcija, tj. da je sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada
vrijedi sljedec´e
(a) T0 je injekcija, tj. djelovanje H na R je efektivno
(b) ako R ima filtrirajuc´e komponente tRnunPN0 i skup generatora od R kao vektorskog
prostora za koji vrijedi:
(∆0) za svaki generator r P R0 postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je ∆Rprq ´
r b r1 P AnihRpHq bR
(∆n) za sve n P N, za svaki generator r P Rn postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav
da je ∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 bR ` AnihRpHq bR
onda je T1 injekcija, tj. djelovanje H7R na R je efektivno, i T2 je injekcija.
Dokaz. (a) Dokažimo da je T0 injekcija ako je S0 injekcija. Iz definicije djelovanja đ proizlazi
da za sve r P R i sve h P H vrijedi
x1R, r đ hy “ xr, hy.
Ako je r đ h “ 0 za svaki r P R, onda je i xr, hy “ 0 za svaki r, pa je zbog injektivnosti S0
nužno h “ 0.
(b) Dokažimo prvo da je T2 injekcija ako je S0 injekcija i vrijede navedena svojstva (∆0) i
(∆n) koprodukta na R. Iz injektivnosti T2 lako c´e na kraju slijediti injektivnost T1.
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Pregled cijelog dokaza da je T2 injekcija je u dijelu (ix) dokaza koji slijedi. Ovdje prije
pocˇetka navodimo ukratko što c´emo ucˇiniti. Za t P H b˜H b˜R, t “ řλ hλ b h1λ b rλ, t ‰ 0,
pronac´i c´emo db d1 P R b˜R i s P H b˜H b˜R, s “ řµ gµ b g1µ b pµ, takve da je




xd, hλyxd1, h1λyrλ “
ÿ
µ




pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ “
ÿ
µ
pd đ gµqpd1 đ g1µqpµ “ T2psqpdb d1q
i takve da za d2, d3 koji nisu djelitelji nule i pripadaju d i d1 po (∆0) i (∆1) vrijedi za svaki µ





pd đ gµqpd1 đ g1µqpµ “
ÿ
µ
xd, gλyd2xd1, g1λyd2pλ “ d2d3S2psqpdb d1q
i iz toga
S2psqpdb d1q ‰ 0 ñ T2psqpdb d1q ‰ 0.
Sada slijedi dokaz.
(i) Morfizam S2 : R b˜R b˜H b˜H b˜R Ñ R u indproVect definiran u 9.2.2 kao kompozi-
cija morfizama u indproVect na jednostavnim tenzorima je:
S2pdb d1 b hb h1 b rq “ xd, hy xd1, h1yr
i definira linearno preslikavanje




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λyrλ
koje je injekcija jer je S0 injekcija, po propoziciji 9.3.2.
Za svaki pk, l, nq postoji morfizam med¯u filtrirajuc´im komponentama, preslikavanje u dru-
gom retku sljedec´ega dijagrama, i ono je morfizam u proVect. Jednostavna posljedica leme
9.3.5 je da je dobro definirano preslikavanje u zadnjem retku na sljedec´em dijagramu i da je
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ono morfizam u proVect, kao kompozicija morfizama u proVect, te da je dijagram komutati-
van, zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.
R b˜R b˜H b˜H b˜R R







idRk bˆ idRl bˆpik bˆpil bˆ idRn
S12
Po istoj lemi vrijedi da su odgovarajuc´a sparivanja
x , yk : Rk bˆH
L
AnihpRkq Ñ k
x , yl : Rl bˆH
L
AnihpRlq Ñ k
nedegenerirana u drugoj varijabli, pa je po napomeni 9.3.3 pripadno linearno preslikavanje (koje
pripada S 12)




AnihpRlqq bˆRn Ñ HomindproVectpRk bˆRl, Rnq
injekcija. Zbog komutativnosti dijagrama za svaki t P H bˆH bˆRn vrijedi
S2ptq “ S 12pppik bˆ pil bˆ idRnqptqq.
(ii) Neka je t P H b˜H b˜R proizvoljan element razlicˇit od 0. Postoji n P N0 takav da je t
unutar filtrirajuc´e komponente H bˆH bˆRn:
t P H bˆH bˆRn, t ‰ 0.




pik bˆpil bˆ idRn
Preslikavanje S2 je injekcija pa postoji generator db d1 P R b˜R takav da je S2ptqpdb d1q ‰ 0.
Postoje k, l P N0 takvi da je db d1 unutar filtrirajuc´e komponente Rk bˆRl “ Rk bRl. Buduc´i
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da je S 12pppik bˆ pil bˆ idRnqptqqpd b d1q “ S2ptqpd b d1q po komutativnosti donjeg cˇetverokuta
na dijagramu u (b1), mora biti ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0. Dakle postoji par pk, lq takav da je
ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0.
(iv) Neka je sada pk, lq najmanji par u N0 ˆ N0 takav da za zadani t ‰ 0 vrijedi
t1 :“ ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0
i sa S 12 i S 12 oznacˇena odgovarajuc´a preslikavanja za taj par pk, lq, kao gore.
R b˜R b˜H b˜H b˜R R







idRk bˆ idRl bˆpik bˆpil bˆ idRn
S12
(v) Dokazujemo da tada vrijedi sljedec´e:
(1) ako je k ‰ 0, l ‰ 0, onda t1 P pAk´1{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn,
(2) ako je k “ 0, l ‰ 0, onda t1 P pH{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn,
(3) ako je k ‰ 0, l “ 0, onda t1 P pAk´1{Akq bˆpH{Alq bˆRn,
(4) ako je k “ 0, l “ 0, onda t1 P pH{Akq bˆpH{Alq bˆRn.
Ovdje smo s Ak oznacˇili AnihpRkq radi kratkoc´e zapisa, za svaki k. Neka je







Ono je zbog Ak Ď Ak´1 dobro definirano i po propoziciji 3.4.14 je morfizam u proVect. U
komutativnom kvadratu je vidljivo da vrijedi pik´1 “ pipk´1qk ˝ pik.
Ako je k, l ‰ 0, buduc´i da je pk, lq najmanji par sa svojstvom da je ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0,
to je t u jezgri preslikavanja pik´1 bˆ pil bˆ idRn i u jezgri preslikavanja pik bˆ pil´1 bˆ idRn . Iz
toga slijedi da se t1 nalazi u jezgri preslikavanja pipk´1qk bˆ idH{Al bˆ idRn i u jezgri preslika-
vanja idH{Ak bˆ pipl´1ql bˆ idRn . Po propoziciji 3.4.23, te jezgre su pAk´1{Akq bˆpH{Alq bˆRn i
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pH{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn. Dakle, t1 nalazi se u njihovom presjeku. Po propoziciji 9.3.4 taj
presjek jednak je pAk´1{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn to jest vrijedi
t1 P pAk´1{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn.
Ako je k “ 0, l ‰ 0 tada je iz istog razloga t u jezgri preslikavanja pi0 bˆ pil´1 bˆ idRn , pa
se t1 nalazi u jezgri preslikavanja idH{A0 bˆ pipl´1ql bˆ idRn , što je po propoziciji 3.4.23 jednako
pH{A0q bˆpAl´1{Alq bˆRn. Trec´i slucˇaj pokaže se analogno. U cˇetvrtom slucˇaju nema se što
pokazati.
(vi) Sada dokazujemo da postoji s P H bˆH bˆRn takav da je
ppik bˆ pil bˆ idRnqpsq “ t1
i vrijedi:
(1’) za k ‰ 0, l ‰ 0 je s P Ak´1 bˆAl´1 bˆRn,
(2’) za k “ 0, l ‰ 0 je s P H bˆAl´1 bˆRn,
(3’) za k ‰ 0, l “ 0 je s P Ak´1 bˆH bˆRn,
(4’) za k “ 0, l “ 0 je s P H bˆH bˆRn
Za k, l ‰ 0 promotrimo sljedec´i komutativni dijagram:
H b˜H b˜R
Ak´1 bˆAl´1 bˆRn H bˆH bˆRn
pAk´1{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn pH{Akq bˆpH{Alq bˆRn
pi1k bˆpi1l bˆ idRn pik bˆpil bˆ idRn
Dovoljno je dokazati da je pi1k bˆ pi1l bˆ idRn surjekcija, iz toga c´e zbog
t1 P pAk´1{Akq bˆpAl´1{Alq bˆRn
slijediti da postoji
s P Ak´1 bˆAl´1 bˆRn
koji se preslikava u njega. Dokazujemo da je pi1k bˆ pi1l bˆ idRn surjekcija.
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Tenzorski produkt više kvocijentnih preslikavanja i (moguc´e više) identiteta u proVect može
se prikazati kao kompozicija tenzorskih produkata jednog kvocijentnog preslikavanja i identi-




pi1k bˆ idAl´1 bˆ idRn
idAk´1{Ak bˆpi1l bˆ idRn
Tenzorski produkt jednog kvocijentnog preslikavanja i (moguc´e više) identiteta u proVect je
surjekcija, jer vrijedi: u proVect je kvocijentno preslikavanje koujednacˇitelj, u proVect ko-
ujednacˇitelj komutira s tenzorskim produktom i kvocijentno preslikavanje je surjekcija. Ovdje
poesbno imamo zbog toga komutativan dijagram iz kojeg slijedi surjektivnost prvog preslika-
vanja u kompoziciji:
Ak´1 bˆAl´1 bˆRn
pAk´1{Akq bˆAl´1 bˆRn pAk´1 bˆAl´1 bˆRnq{pAk bˆAl´1 bˆRnq
pi1k bˆ idAl´1 bˆ idRn
q
–
Slicˇno za drugo preslikavanje u kompoziciji zakljucˇujemo da je surjekcija. Kompozicija surjek-
cija je surjekcija pa je dokazana surjektivnost od pik bˆ pil bˆ idRn .
Analogno se u slucˇajevima (2) i (3) dokaže da su preslikavanja pi0 bˆ pi1l bˆ idRn , pi1k bˆ pi0 bˆ idRn
surjekcije iz cˇega slijedi postojanje traženog s P H bˆAl´1 bˆRn odnosno s P Ak´1 bˆH bˆRn.
U slucˇaju (4) se nema što dokazati jer možemo uzeti s “ t.
(vii) Morfizam T2 : R b˜R b˜H b˜H b˜R Ñ R u indproVect definiran u 9.2.2 kao kompo-
zicija morfizama u indproVect na jednostavnim tenzorima je:
T2pdb d1 b hb h1 b rq “ pd đ hqpd1 đ h1qr
i definira linearno preslikavanje




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ
Za pk, l, nq postoji morfizam med¯u filtrirajuc´im komponentama, preslikavanje u drugom
retku sljedec´ega dijagrama, i ono je morfizam u proVect. Jednostavna posljedica leme 9.3.6
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je da je dobro definirano preslikavanje u zadnjem retku na sljedec´em dijagramu i da je ono
morfizam u proVect, kao kompozicija morfizama u proVect, te da je dijagram komutativan,
zbog funktorijalnosti tenzorskog produkta.
R b˜R b˜H b˜H b˜R R







idRk bˆ idRl bˆpik bˆpil bˆ idRn
T 12
Linearno preslikavanje koje pripada T 12 oznacˇimo s




AnihpRlqq bˆRn Ñ HomindproVectpRk bˆRl, Rnq.
Zbog komutativnosti dijagrama za svaki t P H bˆH bˆRn vrijedi
T2ptq “ T 12 pppik bˆ pil bˆ idRnqptqq.
(viii) Sada dokazujemo da za s P H bˆH bˆRn takav da vrijedi:
(1’) ako je k ‰ 0, l ‰ 0, onda s P Ak´1 bˆAl´1 bˆRn,
(2’) ako je k “ 0, l ‰ 0, onda s P H bˆAl´1 bˆRn,
(3’) ako je k ‰ 0, l “ 0, onda s P Ak´1 bˆH bˆRn,
(4’) ako je k “ 0, l “ 0, onda s P H bˆH bˆRn
i db d1 bilo koji generator u Rk bRl vrijedi
S2psqpdb d1q ‰ 0 ñ T2psqpdb d1q ‰ 0.
Oznacˇimo za d s d2 element koji nije djelitelj nule takav da je ∆Rpdq´dbd2 P AnihRpHqbR
za k “ 0, odnosno, ∆Rpdq ´ d b d2 P Rk´1 b R ` AnihRpHq b R za k ‰ 0. Analogno, neka
je d3 takav element za d1. Neka je s prikazan kao formalna suma s “ řλ hλ b h1λ b rλ. Pritom
su svi hλ u Ak´1 ako je k ‰ 0 i svi h1λ u Al´1 ako je l ‰ 0. Koristec´i lemu 9.3.6 vidimo da za










xd, hλyd2xd1, h1λyd3rλ “ d2d3S2psqpdbd1q
to jest
T2psqpdb d1q “ d2d3S2psqpdb d1q.
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Buduc´i da d2 i d3 nisu djelitelji nule, tvrdnja slijedi.
(ix) Sada možemo napokon provesti dokaz do kraja. U (ii) smo za
t P H b˜H b˜R, t ‰ 0
odredili filtrirajuc´u komponentu u kojoj se nalazi:
t P H bˆH bˆRn, t ‰ 0.
Zatim smo u (iv) zadali da je pk, lq najmanji par za koji vrijedi ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0 i oznacˇili
t1 “ ppik bˆ pil bˆ idRnqptq ‰ 0,
t1 P pHLAnihpRkqq bˆpHLAnihpRlqq bˆRn.
U (iii) smo dokazali da iz injektivnosti od S0 slijedi da barem jedan takav par postoji, dakle,
postoji i najmanji. Buduc´i da je t1 ‰ 0 i S 12 injekcija po (i), to postoji generator
db d1 P Rk bˆRl “ Rk bRl
takav da je
S 12pt1qpdb d1q ‰ 0.
Zatim smo iz minimalnosti para pk, lq u (v) pokazali da mora biti, ako je k, l ‰ 0,





ili, ako je neki od njih jednak 0, neka od moguc´nosti (2), (3), (4) u kojima je AnihpRk´1q
zamijenjen s H ako je k “ 0 i AnihpRl´1q zamijenjen s H ako je l “ 0.
Onda smo u (vi) dokazali da postoji s P H bˆH bˆRn takav da je
ppik bˆ pil bˆ idRnqpsq “ t1
i takav da, ako je k, l ‰ 0, vrijedi
p11q s P AnihpRk´1q bˆAnihpRl´1q bˆRn,
ili, ako je neki od njih jednak 0, neka od moguc´nosti (2’), (3’), (4’) u kojima je AnihpRk´1q
zamijenjen s H ako je k “ 0 i AnihpRl´1q zamijenjen s H ako je l “ 0. Buduc´i da je
ppik bˆ pil bˆ idRnqpsq “ t1, za s po (i) vrijedi:
S2psqpdb d1q “ S 12pt1qpdb d1q ‰ 0,
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a u (viii) je, iz cˇinjenice da s zadovoljava neko od svojstava (1’), (2’), (3’), (4’) i iz svojstava
(∆0) i (∆n), dokazano da vrijedi:
S2psqpdb d1q ‰ 0 ñ T2psqpdb d1q ‰ 0.
Dakle, imamo
T2psqpdb d1q ‰ 0.
Po (vii) vrijedi:
T2psqpdb d1q “ T 12 pt1qpdb d1q “ T2ptqpdb d1q,
pa slijedi
T2ptqpdb d1q ‰ 0.
Za proizvoljan t ‰ 0 pronad¯en je dakle d b d1 P R b˜R takav da je T2ptqpd b d1q ‰ 0, dakle
pokazano je da je T2 injekcija i dokaz je dovršen.
(x) Dokažimo sada da je T1 injekcija. Neka je t P H b˜R, t ‰ 0. Tada je 1H b t P
H b˜H b˜R i 1H b t ‰ 0. Buduc´i da je T2 injekcija, postoji generator d b d1 u R b˜R takav da
je T2p1H b tqpdb d1q ‰ 0. Buduc´i da je T2p1H b tqpdb d1q “ pd đ 1Hqpd1 đ tq “ dpd1 đ tq ‰ 0,
mora biti T1ptqpd1q “ d1 đ t ‰ 0.
Napomena 9.3.9. Zamijetimo da su uvjeti prethodne propozicije zadovoljeni posebno za unu-
trašnju Hopfovu algebru R u indVect s filtrirajuc´im komponentama tRnunPN0 takvu da je:
(i) R0 “ tλ1R : λ P ku – k
(ii) ∆Rprq ´ r b 1R P Rn´1 bR, za sve r P Rn, za sve n P N
i bilo koju unutrašnju Hopfovu algebru H u proVect koja je u Hopfovom sparivanju s R koje
je nedegenerirano u drugoj varijabli.
9.3.4 Teorem o Yetter-Drinfeldovoj modulnoj algebri
Teorem 9.3.10. Neka suR iH unutrašnje Hopfove algebre u indproVect i neka je đ : R b˜H Ñ
R desno Hopfovo djelovanje u indproVect takvo da je T2 definiran u napomeni 9.2.2




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ




Tada ako postoji morfizam ρ : RÑ H b˜R u indproVect za koji vrijedi uvjet:
µR ˝ pđ b˜ idRq ˝ pidR b˜ ρq “ µR ˝ τR,R
to jest
r1 đ ρprq “ rr1, za sve r, r1 P R,
vrijedi da je ρ lijevo kodjelovanje iR je uz djelovanje đ i kodjelovanje ρ unutrašnja pletenicˇasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.
Nadalje, taj ρ je jedinstveno takvo kodjelovanje.
Dokaz. Sa H7R je oznacˇen poludirektni produkt definiran djelovanjem đ, kao u 6.3. Injektiv-
nost preslikavanja T2 nam omoguc´uje da jednakost dva elementa t i s u H b˜H7R dokazujemo
tako da dokažemo jednakost preslikavanja T2ptq i T2psq. Jednakost preslikavanja T2ptq i T2psq
je pak dovoljno provjeriti na jednostavnim tenzorima jer su oni morfizmi u indproVect, kako
je pokazano u napomeni 9.2.2 kao posljedica propozicije 9.2.1, pa distribuiraju po formalnim
sumama, a svaki element tenzorskog produkta objekata u indproVect može se prikazati kao
formalna suma jednostavnih tenzora po 5.4.6.
Injektivnost T2 povlacˇi injektivnost T1 definiranog kao u napomeni 9.2.2
T1 : H7RÑ HomindproVectpR,Rq, T1p
ÿ
λ




što je dokazuje na isti nacˇin kao dokaz iste tvrdnje za R u indVect i H u proVect pri kraju
dokaza propozicije 9.3.8. Dakle djelovanje H7R na R je efektivno. Analogno jednakost dva
elementa t i s uH7R možemo dokazati tako da dokažemo jednakost preslikavanja T1ptq i T1psq.
Prvo c´emo dokazati desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo, zapisano pomoc´u množenja
u H7R:
ρprq ¨ h “
ÿ
hp2q ¨ ρpr đ hp1qq,
za svaki jednostavan tenzor h7r u H7R. Desna strana je formalna suma u H7R, jer je nastala iz
h7r primjenom morfizama u indproVect. Jednakost je dovoljno dokazati za jednostavan tenzor
h7r jer obje strane nastaju primjenom morfizama u indproVect. Neka je d proizvoljan element
od R. Lijeva strana jednakosti djeluje na d:
T1pρprq ¨ hqpdq “ d đ pρprq ¨ hq “
“ pd đ ρprqq đ h “
“ prdq đ h
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Desna strana jednakosti djeluje na d:
T1přhp2q ¨ ρpr đ hp1qqqpdq “ d đ přhp2q ¨ ρpr đ hp1qqq “
“ř d đ php2q ¨ ρpr đ hp1qqq “
“řpd đ hp2qq đ ρpr đ hp1qq “
“řpr đ hp1qqpd đ hp2qq “
“ prdq đ h
Zapišimo sada ρprq u Sweedlerovoj notaciji kao formalnu sumu ř rr´1s b rr0s u H7R.











za svaki r P R. Obje sume na lijevoj strani su formalne sume, ali ne možemo ekspandirati
sumande i dobiti jednu formalnu sumu. Jednako tako vrijedi za desnu stranu. To c´e stvoriti
probleme u racˇunu koje c´emo riješiti na sljedec´i nacˇin. Preslikavanje T2 ima po napomeni 9.2.2




hλ b h1λ b rλqpdb d1q “
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ “
ÿ
λ



























pa možemo racˇunati na sljedec´i nacˇin.
Neka je db d1 proizvoljan u R b˜R. Lijeva strana:
T2přpř rr´1sp1q b rr´1sp2qq b rr0sqqpdb d1q “ř T2ppř rr´1sp1q b rr´1sp2qq b rr0sqpdb d1q
“řpřpd đ rr´1sp1qqpd1 đ rr´1sp2qqqrr0s
“řppdd1q đ rr´1sqrr0s





T2př rr´1s b př rr0sr´1s b rr0sr0sqqpdb d1q “ř T2prr´1s b př rr0sr´1s b rr0sr0sqqpdb d1q
“řpd đ rr´1sqpřpd1 đ rr0sr´1sqrr0sr0sq
“¨řpd đ rr´1sqpd1 đř rr0sr´1s7rr0sr0sq
“řpd đ rr´1sqrr0sd1
“¨ přpd đ rr´1sqrr0sqd1
“¨ pd đř rr´1s7rr0sqd1
“ rdd1
Druga jednakost: ř
prr´1sqrr0s “řp1R đ rr´1sqrr0s
“¨ 1R đ př rr´1sq7rr0sq
“ r




za sve rb r1 P R b˜R, jer je dovoljno provjeriti jednakost za jednostavne tenzore kao što objaš-
njeno pri dokazu prve tvrdnje. Na desnoj strani je formalna suma u H7R jer je nastala iz for-
malnih suma
ř
rr´1sb rr0s i ř r1r´1sb r1r0s tenzoriranjem i primjenom morfizama u indproVect,
na lijevoj strani je formalna suma po definiciji.
Djelujemo lijevom stranom na proizvoljan d P R:
T1přprr1qr´1s7prr1qr0sqpdq “ d đ přprr1qr´1s7prr1qr0sq
“ d đ ρprr1q
“ rr1d
i djelujemo desnom stranom:
T1přř r1r´1srr´1s7rr0sr1r0sqpdq “ d đ přř r1r´1srr´1s7rr0sr1r0sq
“řř d đ r1r´1srr´1s7rr0sr1r0s
“řřpd đ pr1r´1srr´1sqqrr0sr1r0s
“řřpd đ r1r´1sq đ rr´1sqrr0sr1r0s
“řřppd đ r1r´1sq đ prr´1s7rr0sqqr1r0s
“¨řpd đ r1r´1sq đ př rr´1s7rr0sqr1r0s
“ř rpd đ r1r´1sqr1r0s
“¨ rřpd đ r1r´1sqr1r0s




U dokazu smo s tocˇkicom nad znakom jednakosti naznacˇili provjeru da je izraz s desne strane
takod¯er formalna suma, kao u lemi 5.4.7 o racˇunanju s formalnim sumama u indproVect.
Napomena 9.3.11. Dokaz smo mogli provesti elegantnije apstraktnim Sweedlerovim racˇunom
pa na kraju iskoristiti da su T1 i T2 injekcije. Genericˇki elementi: r, r1, d, d1 P R, h P H .
Desno-lijevo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:
ρprq ¨ h “ hp2q ¨ ρpr đ hp1qq
Provjeravamo:
d đ pρprq ¨ hq “ pd đ ρprqq đ h
“ prdq đ h
d đ php2q ¨ ρpr đ hp1qqq “ pd đ hp2qq đ ρpr đ hp1qq
“ pr đ hp1qqpd đ hp2qq
“ prdq đ h
Kodjelovanje:
rr´1sp1q b rr´1sp2q b rr0s “ rr´1s b rr0sr´1s b rr0sr0s
prr´1sqrr0s “ r
Provjeravamo:
pd đ rr´1sp1qqpd1 đ rr´1sp2qqrr0s “ ppdd1q đ rr´1sqrr0s
“ pdd1q đ rr´1s7rr0s
“ rdd1
pd đ rr´1sqpd1 đ rr0sr´1sqrr0sr0s “ pd đ rr´1sqpd1 đ rr0sr´1s7rr0sr0sq
“ pd đ rr´1sqrr0sd1
“ pd đ rr´1s7rr0sqd1
“ rdd1
Druga jednakost:
prr´1sqrr0s “ p1R đ rr´1sqrr0s





d đ prr1qr´1s7prr1qr0s “ rr1d
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d đ r1r´1srr´1s7rr0sr1r0s “ d đ pr1r´1srr´1sqrr0sr1r0s
“ pd đ r1r´1sq đ rr´1sqrr0sr1r0s
“ rpd đ r1r´1sqr1r0s
“ rr1d
Napomena 9.3.12. Naravno, ako zaR iH u indproVect vrijedi da je T2 injekcija, onda moraju
biti i T1 i T0 injekcije. Ako je Hopfovo djelovanje definirano iz Hopfovog sparivanja, onda mora
biti i S0 injekcija (jer ako postoje dva elementa koji se jednako sparuju, onda jednako i djeluju).
Za zadovoljenje uvjeta ove propozicije dolaze dakle u obzir samo efektivna Hopfova djelovanja,
odnosno Hopfova sparivanja nedegenerirana u drugoj varijabli.
Teorem 9.3.13. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVect, H unutrašnja Hopfova
algebra u proVect i neka je x , y : R b˜H Ñ k Hopfovo sparivanje med¯u njima u indproVect.
Ako vrijedi sljedec´e:
(i) sparivanje je nedegenerirano u drugoj varijabli
(ii) R ima filtrirajuc´e komponente tRnunPN0 i skup generatora kao vektorskog prostora za
koji vrijedi:
(∆0) za svaki generator r P R0 postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav da je ∆Rprq ´
r b r1 P AnihRpHq bR
(∆n) za sve n P N, za svaki generator r P Rn postoji r1 P R koji nije djelitelj nule takav
da je ∆Rprq ´ r b r1 P Rn´1 bR ` AnihRpHq bR
(iii) postoji morfizam ρ : RÑ H b˜R u indproVect za koji je
r1 đ ρprq “ rr1, za sve r, r1 P R,
onda je ρ lijevo kodjelovanje i R je uz djelovanje đ i kodjelovanje ρ unutrašnja pletenicˇasto-
komutativna algebra u kategoriji desno-lijevih Yetter-Drinfeldovih modula nadH u indproVect.
Dokaz. Posljedica propozicije 9.3.8 i teorema 9.3.10.
9.4 Dualne Hopfove algebre u indproVectFin
Sljedec´a propozicija pokazuje da je dual filtriranog vektorskog prostora V , objekta u indVect,
kofiltrirani vektorski prostor V ˚, objekt u proVect, i da se sparivanje proširuje do morfizma u
indproVect. Ona je posljedica tvrdnji o dualnosti u kategoriji pindproVect, b˜, kq dokazanih u
odjeljku 5.3. Prisjetimo se da za V u indVect vrijedi HomVectpV, kq “ HomindVectpV, kq.
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Propozicija 9.4.1. Neka je V objekt u indVect s filtracijom ptVnunPI , tφmnuq. Tada je na dualu
V ˚ “ HomVectpV, kq vektorskog prostora V inducirana kofiltracija
V ˚n :“ V ˚{AnihpVnq – pVnq˚
s veznim preslikavanjima




˚ Ñ Vn˚ koje su kanonska kvocijentna preslikavanja i time dual postaje
kofiltrirani vektorski prostor V ˚, objekt u proVect. Uz to, sparivanje x , y : V b V ˚ Ñ k u Vect
se proširuje do sparivanja
x , y : V b˜V ˚ Ñ k
u indproVect.
Dokaz. U propoziciji 5.3.2 je dokazano da je ptVn˚ unPI , tψnmuq kofiltracija, a u propoziciji 5.3.3
da je V ˚ – limnPI Vn˚ . Dokazat c´emo da postoji proširenje sparivanja koristec´i propoziciju 5.2.5
o proširenju preslikavanja u indproVect.
Sparivanje x , y : V b V ˚ Ñ k poštuje filtracije na domeni i kodomeni i kofiltracije na
njihovim komponentama na sljedec´i nacˇin. Za svaku komponentu Vn b V ˚ filtracije na domeni
postoji komponenta k filtracije na kodomeni i preslikavanje x , y1n : Vn b V ˚ Ñ k takvo da
gornji kvadrat na sljedec´em dijagramu komutira i takvo da ono poštuje kofiltracije na domeni i
kodomeni. Naime, svaka restrikcija VnbV ˚ ãÑ V bV ˚ Ñ k je takva da gornji kvadrat komutira
i svaka takva restrikcija zaista poštuje kofiltracije na domeni i kodomeni. Dokažimo drugu
tvrdnju. Za svaku komponentu k kofiltracije kodomene preslikavanja x , y1n postoji komponenta
kofiltracije na domeni VnbV ˚ (naime, to je komponenta VnbVn˚ ) takva da postoji preslikavanje
med¯u njima za koje je donji kvadrat na sljedec´em dijagramu komutativan (to je sparivanje Vnb
Vn˚ Ñ k).
V b V ˚ k
Vn b V ˚ k




Po propoziciji 5.2.5 o proširenju preslikavanja, slijedi da se to sparivanje proširuje do jedinstve-
nog morfizma u indproVect
V b˜V ˚ k
V b V ˚ k
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i da su komponente tog morfizma upotpunjenja navedenih preslikavanja x , y1n.
V b V ˚ V b˜V ˚ k
Vn b V ˚ Vn bˆV ˚ k
Vn b Vn˚ k
x,y
x,yn
Na dijagramu su kanonski morfizmi V b V ˚ ãÑ V b˜W i Vn b V ˚ ãÑ Vn bˆV ˚ injekcije po
propozicijama 3.3.16 i 5.2.4.
Kofiltraciju na dualu V ˚ induciranu filtracijom filtriranog vektorskog prostora V kao u pret-
hodnoj propoziciji zovemo kofiltracija dualna filtraciji na V .
Propozicija 9.4.2. (i) Tenzorski produkt C bˆH u kategoriji proVect konacˇno-dimenzionalnog
vektorskog prostora C i kofiltriranog vektorskog prostora H jednak je obicˇnom tenzorskom
produktu C bH uz istu kofiltraciju.
(ii) Tenzorski produkt R b˜H objekta u indVectFin i objekta u proVect jednak je obicˇnom
tenzorskom produktu R bH uz istu filtraciju kofiltracija.
Dokaz. (i) Kofiltracija na C je trivijalna. Neka je H “ ptHnunPI , tφmnuq kofiltracija od H ,
H “ limH . Kofiltracija od C bˆH dakle je ptC bHnunPI , tidC b φmnuq. Neka je te1, . . . , enu
baza od C i tfλuλ formalna baza od H . Svaki element od C bˆH je vrijednost neke formalne
sume
ř








Konacˇna suma jednostavnih tenzora je unutar obicˇnog tenzorskog produkta C b H . Dakle,
injekcija C bH ãÑ C bˆH je bijekcija.
(ii) Primjenom (i) na komponente filtracije na R b˜H .
Propozicija 9.4.3. Neka jeR unutrašnja Hopfova algebra pR, µ, η,∆, , Sq u pindVectFin,b, kq.
Tada je njen dualR˚ unutrašnja Hopfova algebra pR˚,∆˚, ˚, µ˚, η˚, S˚q u pproVectFin, bˆ, kq.
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Sparivanje je morfizam u kategoriji pindproVectFin, b˜, kq, R b˜R˚ Ñ k.
µR : R bRÑ R ∆R˚ : R˚ Ñ R˚ bˆR˚
ηR : k Ñ R R˚ : R˚ Ñ k
∆R : RÑ R bR µR˚ : R˚ bˆR˚ Ñ R˚
R : RÑ k ηR˚ : k Ñ R˚
SR : RÑ R SR˚ : R˚ Ñ R˚
x , y : R bR˚ Ñ k
Dakle, sve su to objekti i morfizmi u pindproVect, b˜, kq.
Dokaz. To je posljedica prethodne dvije propozicije, propozicije 5.3.5 o dualnosti monoidalnih
kategorija indVectFin i proVectFin te samodualnosti aksioma Hopfove algebre.
9.5 Kanonski elementi i Luina formula
9.5.1 Heisenbergovo udvojenje R˚7R za R iz indVectFin
9.5.1. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin i neka je x , y : R b˜R˚ Ñ k kanon-
sko Hopfovo sparivanje izmed¯uR i njenog duala, unutrašnje Hopfove algebreR˚ u proVectFin.
Tada imamo sljedec´e:
(i) Desno Hopfovo djelovanje đ : R b˜R˚ Ñ R u indproVect:
đ : R b˜R˚ ∆RbidR˚ // R b˜R b˜R˚ idRbτR,R˚ // R b˜R˚ b˜R x,ybidR // k b˜R // R
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano s r đ h “ xrp1q, hyrp2q za r P R, h P R˚.
(ii) Heisenbergovo udvojenje R˚7R, algebra uz množenje u indproVect:
R˚ b˜R b˜R˚ b˜R
idR˚bidRb∆R˚bidR

R˚ b˜R b˜R˚ b˜R˚ b˜R
idR˚bτR,R˚bidR˚bidR

R˚ b˜R˚ b˜R b˜R˚ b˜R
µR˚bđbidR

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u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano s h7r ¨h17r1 “ hh1p1q7pr đh1p2qqr1 za h, h1 P H , r,
r1 P R, te 1R˚7R “ 1R˚71R.
(iii) Desno djelovanje đ : R b˜pR˚7Rq Ñ R u indproVect
R b˜R˚ b˜R đbidR // R b˜R µR // R
u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji dano sa d đ ph7rq “ pd đ hqr za d, r P R, h P R˚.
Napomena 9.5.2. Definirat c´emo sada neka linearna preslikavanja po propoziciji 9.2.1 kao u
napomeni 9.2.2. Desno djelovanje R˚7R na R definira linearno preslikavanje T1 : R˚7R Ñ
HomindproVectpR,Rq “ HomindproVectFinpR,Rq “ HomVectpR,Rq “: EndpRq. Iz prethodne
propozicije slijedi da je to preslikavanje
T1 : R˚7RÑ EndpRq, T1p
ÿ
λ




antihomomorfizam unitalnih algebri. Suma na desnoj strani je formalna suma u R, dakle ima
najviše konacˇno mnogo sumanada razlicˇitih od nule.
Morfizam R b˜R˚ bR x , ybidR // k b˜R // R definira linearno preslikavanje
S1 : R˚ b˜RÑ EndpRq, S1p
ÿ
λ




To je standardno pridruživanje R˚ b R Ñ EndpRq. Množenje na R˚ b R koje odgovara
kompoziciji operatora je: hb r ¨ h1 b r1 “ hxr, h1y b r1.
Analogno definiramo linearna preslikavanja T2 i S2, kao u napomeni 9.2.2.
9.5.2 Upotpunjenje Heisenbergovog udvojenja
Neka je pR, µR, ηR,∆R, Rq unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin. Oznacˇimo s
¯
R Hopfovu
algebru R kojoj smo zaboravili filtraciju, p
¯
R, µR, ηR,∆R, Rq u pVect,b, kq. Kako je filtracija
na R˚ b˜
¯
R u indproVect trivijalna, to je R˚ b˜
¯
R jednak R˚ bˆ
¯





oznacˇavat c´emo još i sa R˚ bˆR (kad nec´e biti moguc´nosti zabune) i zvati ga upotpunjenje
Heisenbergovog udvojenja Hopfove algebre R.






đ : R b˜R˚ b˜
¯
R
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morfizama u indproVect: djelovanja đ : R b˜R˚ Ñ R i množenja µR,
¯





se lako vidi da je morfizam u indVect. Po propoziciji 9.2.1, ono definira linearno preslikavanje




fλ b EλqpY q “
ÿ
λ







Rq “ HomindVectFinpR,Rq i zbog toga smo kodo-
menu oznacˇili jednostavno s EndpRq. Morfizam ,, ,,đ nije djelovanje jer nije moguc´e definirati










pY đ fλqEλ P R
za formalnu sumu
ř
λ fλ b Eλ u R˚ bˆ ¯R. Sume na desnoj strani su formalne sume u R, dakle
imaju najviše konacˇno mnogo pribrojnika razlicˇitih od 0.














po istoj propoziciji odred¯uje linearno preslikavanje




fλ b Eλq : Y ÞÑ
ÿ
λ
xY, fλyEλ P R
Dakle, analogoni preslikavanja T1 i S1 postoje cˇak i ako proširimo R˚ b R do R˚ bˆR. Još
c´emo provjeriti da isto vrijedi i za Tˆ2 i Sˆ2, analogone T2 i S2.
Morfizam Tˆ2 u indproVect dan kompozicijom
R b˜R b˜R˚ b˜R˚ b˜
¯
R
idR b˜ τR,R˚ b˜ idR˚ b˜ id
¯
R
// R b˜R˚ b˜R b˜R˚ b˜
¯
R










na jednostavnim tenzorima je Tˆ2 : d b d1 b h b h1 b r ÞÑ pd đ hqpd1 đ h1qr i definira linearno
preslikavanje






hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ
pd đ hλqpd1 đ h1λqrλ P R.
Ovdje vrijedi HomindVectpRbR,
¯
Rq “ HomVectpRbR,Rq “ HomindVectFinpRbR,Rq pa smo
kodomenu jednostavno oznacˇili s HompR bR,Rq.
Morfizam Sˆ2 u indproVect dan kompozicijom
R b˜R b˜R˚ b˜R˚ b˜
¯
R
idR b˜ τR,R˚ b˜ idR˚ b˜ id
¯
R
// R b˜R˚ b˜R b˜R˚ b˜
¯
R
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na jednostavnim tenzorima je Sˆ2 : d b d1 b h b h1 b r ÞÑ xd, hy xd1, h1yr i definira linearno
preslikavanje






hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λyrλ.
Sva preslikavanja iz napomene 9.2.2 su restrikcije odgovarajuc´ih preslikavanja u ovoj napo-
meni. Naprimjer, T2 je restrikcija od Tˆ2, T2 je restrikcija Tˆ2 i slicˇno.





R bR b ppR˚ bˆR˚q bRq R
Tˆ2
T2
idRbR b˜ idR˚ bˆR˚ b˜ idR idR
9.5.3 Dualne baze
U 4.3.1 je definirana filtrirana baza u indVect, u 4.3.2 je dokazano da svaki filtrirani vektorski
prostor posjeduje filtriranu bazu. U 3.3.1 je definirana formalna suma u proVect, u 3.3.9 for-
malna baza u proVect, a u 3.3.13 je dokazano da svaki kofiltrirani vektorski prostor posjeduje
formalnu bazu. U 5.4.1 je definirana formalna suma u indproVect.
U sljedec´oj propoziciji je kljucˇno da R bude filtrirana konacˇno-dimenzionalnim komponen-
tama.
Propozicija 9.5.4. Neka R objekt u indVectFin i neka je pDαqαPA filtrirana baza od R. Ozna-
cˇimo za svaki α P A sa eα P R˚ funkcional na R takav da je za svaki β P A
xDβ, eαy :“ eαpDβq “ δαβ.
Tada je taj dualni skup funkcionala peαqαPA formalna baza od R˚ kao objekta u proVectFin,
pri cˇemu na R˚ podrazumijevamo kofiltraciju dualnu filtraciji na R.
Dokaz. Neka su tRnunPI komponente filtracije od R. Skup B :“ tDα | α P Au je filtrirana
baza od R, dakle postoji kofinalan usmjeren skup K u I takav da je praslika
Bk :“ pιRk q´1pBq “: tDα | α P Aku
baza konacˇno-dimenzionalne komponenteRk, za svaki k P K. Oznacˇimo sB˚ :“ teα | α P Au
dualni skup funkcionala iz iskaza propozicije. Buduc´i da je Ker piR˚k “ AnihpRkq za svaki k,
to za svaki k P K vrijedi
B˚k :“ piR˚k pB˚zKerppiR˚k qq “ teβ`AnihpRkq | eβ R AnihpRkqu “ teα`AnihpRkq | α P Aku.
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gdje je filtrirajuc´a komponenta Rn bˆR˚ jednaka Rn b R˚ jer je Rn konacˇno-dimenzionalan,
po propoziciji 9.4.2. Sparivanje Rn bR˚{AnihpRnq Ñ k u zadnjem retku zadano je sa xr, h`
AnihpRnqy :“ xr, hy i ocˇito je ono dobro definirano i nedegenerirano sparivanje.
Za k P K, Dα P Bk, eβ P Bk˚ , vrijedi xDα, eβ ` AnihpRkqy “ xDα, eβy “ δαβ , dakle Bk˚
cˇine dualni skup funkcionala za bazu Bk vektorskog prostora Rk. Buduc´i da je Rk konacˇno-
dimenzionalan, vektorski prostori Rk i R˚{AnihpRkq – Rk˚ su jednake (konacˇne) dimenzije,
pa je taj dualni skup funkcionala baza od R˚{AnihpRkq.
9.5.5. Neka je R filtrirani vektorski prostor, objekt u indVect. Sa
¯
R je oznacˇen isti vektorski
prostor sa zaboravljenom filtracijom,
¯
R je objekt u Vect.
Korolar 9.5.6. Neka je R objekt u indVectFin i neka je R˚ njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je peαqα formalna baza od R˚ dualna filtriranoj bazi pDαqα od R. Tada je peα bDβqα,β
formalna baza od R˚ bˆ
¯
R “ R˚ b˜
¯
R u proVect.
Dokaz. Tvrdnja lako slijedi jer je pDαqα formalna baza trivijalno kofiltriranog vektorskog pros-
tora
¯
R, a prethodno je dokazano u propoziciji 3.3.14 da je tada peα b Dβqα,β formalna baza
tenzorskog produkta tih kofiltriranih vektorskih prostora.
9.5.4 Kanonski elementi K i L
Propozicija 9.5.7. Neka jeR objekt u indVectFin i neka jeR˚ njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je peαqα formalna baza od R˚ dualna filtriranoj bazi pDαqα od R. Tada je izraz řα eα
formalna suma u R˚ i kanonski element ÿ
α
eαbDα
je formalna suma u kofiltriranom vektorskom prostoruR˚ bˆ
¯
R “ R˚ b˜
¯








xY, eαyDα “ Y
za svaki Y P R.
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Dokaz. (i) Postoji kofinalan podskup K indeksnog skupa I za koji se formalna baza od R˚
projicira u baze komponenti Rk˚ za k P K, tako da se svi elementi osim onih koji se preslikaju u
elemente baze preslikaju u 0. Buduc´i da je za svaki k komponenta Rk˚ konacˇno-dimenzionalna,
to se projekcijom piR˚k : R





k na komponentuRk˚bR se na jednostavnim tenzorima podudara sa piR˚k bidR,
pa iz prethodnog vidimo da se za svaki k svi osim konacˇno mnogo sumanada eαbDα preslikaju
u 0. Time je dokazano da su dani izrazi formalne sume.
(ii) Podsjetimo se da je za R iz indVect formalna suma u R isto što i formalna suma u
¯
R:
to su sume s konacˇno mnogo pribrojnika razlicˇitih od 0. Element Y P R možemo zapisati u
filtriranoj bazi odR kao formalnu (s konacˇno mnogo pribrojnika razlicˇitih od 0) sumu
ř
β yβDβ .
Sparivanje R b˜R˚ Ñ k distribuira po formalnim sumama pa je xY, eαy “ řβ yβxDβ, eαy “
yα. Dakle,
ř
αxY, eαyDα je formalna suma u R jednaka formalnoj sumi
ř
α yαDα i njena je
vrijednost Y .
Propozicija 9.5.8. Neka jeR objekt u indVectFin i neka jeR˚ njegov dual, objekt u proVectFin.
Neka je peαqα formalna baza od R˚ dualna filtriranoj bazi pDαqα od R. Neka je φ P EndpRq.
Za kanonski element
ř
α eαbDα u R˚ bˆ ¯R tada vrijedi da je
ř










xY, eαyφpDαq “ φpY q
za svaki Y P R. Dakle za linearno preslikavanje







Sˆ1 ˝K “ idEndpRq
Dokaz. Morfizam idR˚ b˜φ : R˚ b˜
¯
R Ñ R˚ b˜
¯
R distribuira po formalnim sumama, pa je, bu-
duc´i da je kanonski element formalna suma, njegova slika
ř
α eαbφpDαq takod¯er formalna
suma. Po prethodnoj propoziciji znamo da je
ř
αxY, eαyDα formalna suma u R vrijednosti Y .
Morfizam φ : R Ñ R distribuira po formalnim sumama u R pa je řαxY, eαyφpDαq formalna
suma i vrijedi:







Propozicija 9.5.9. Sˆ1 i Sˆ2 su injekcije.
Dokaz. Dokaz analogan dokazu u propoziciji 9.3.2, vidi napomenu 9.3.3.
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Napomena 9.5.10. Dakle, linearna preslikavanja





fλ b Eλq : Y ÞÑ
ÿ
λ
xY, fλyEλ P R






su med¯usobno inverzne bijekcije, po prethodne dvije propozicije. Kanonskom elementu je pri-
družena identiteta i iz injektivnosti od S1 zakljucˇujemo da kanonski element ne ovisi o odabiru
filtrirane baze odR. To opravdava naziv kanonski element. Takod¯er zakljucˇujemo da vrijednost
formalne sume
ř
α eαbφpDαq ne ovisi o izboru filtrirane baze od R.
Propozicija 9.5.11. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-










To je formalna suma u R˚ bˆ
¯
R “ R˚ b˜
¯
R. L je dakle linearno preslikavanje





α eαbDα je formalna suma u R˚ b˜ ¯R, pa jeÿ
α,β
eαbDαbeβbDβ









β eβbDβ po lemi 5.4.7 o racˇunanju s formalnim sumama.
Preslikavanja τ
¯
R,R˚ , S´1R˚ i φ : ¯
RÑ
¯
R su morfizmi u proVect, pa je iÿ
α,β
eαbS´1peβqbDβbφpDαq
















formalna suma u R˚ b˜
¯
R.
Propozicija 9.5.12. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Tada za svaki Y P R i svaki φ P EndpRq vrijedi
Tˆ1pLpφqqpY q “ Y ,, ,,đ Lpφq “ φpY q.
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Dakle za linearno preslikavanje








Tˆ1 ˝ L “ idEndpRq.
Dokaz. Slijedi racˇun s formalnim sumama koji c´e biti opravdan nakon njega.
Y
,, ,,
đ Lpφq “ Y ,, ,,đ `řα,β eαS´1peβq bDβφpDαq˘ “ (i)
“ řα,β `Y đ peαS´1peβqq˘DβφpDαq “ (ii)
“ řα,β `ř xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3q˘DβφpDαq “
“ řα,β `ř xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3qDβφpDαq˘ “ (iii)
“ řřα,β xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3qDβφpDαq “ (iv)
“ řřβ Yp3qxS´1pYp2qq, eβyDβpřα xYp1q, eαyφpDαqq “
“ řřβ Yp3qxS´1pYp2qq, eβyDβφpYp1qq “ (v)
“ řYp3q`řβxS´1pYp2qq, eβyDβ˘φpYp1qq “
“ řYp3qS´1pYp2qqφpYp1qq “
“ ř pYp2qqφpYp1qq “
“ φpY q
Dokaz korektnosti racˇuna s formalnim sumama.
(i) Prije je pokazano da je Lpφq formalna suma u R˚ b˜
¯
R i da je preslikavanje
,, ,,





morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, pa distribuira po formalnim sumama.
(ii) Suma
ř xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3q je formalna suma za svaki α, β jer je nastala od
formalne (konacˇne) sume ÿ
Yp1q b Yp2q b Yp3q b eα b eβ
morfizmom u indproVect. Množenje distribuira po formalnim sumama pa je i sljedec´a
suma formalna ÿ
xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3qDβφpDαq






Yp1q b Yp2q b Yp3q b eα bDα b eβ bDβ
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jer je ona tenzorski produkt formalnih suma:
p
ÿ
Yp1q b Yp2q b Yp3qq b p
ÿ
α




pa je i sljedec´i izraz formalna suma jer je nastao morfizmom u indproVect od nje:ÿÿ
α,β
xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3qDβφpDαq
Grupiranjem sumanada te formalne sume dobije se prethodna formalna suma u racˇunu:ÿ
α,β
`ÿxYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyYp3qDβφpDαq˘
(iv) ÿÿ
α,β
Yp3qxS´1pYp2qq, eβyDβ xYp1q, eαyφpDαq








αxYp1q, eαyφpDαq je formalna suma i množenje distribuira po formal-







a to je ÿÿ
β
Yp3qxS´1pYp2qq, eβyDβφpYp1qq






βxS´1pYp2qq, eβyDβ je formalna suma i množenje distribuira po for-







a to je ÿ
Yp3qS´1pYp2qqφpYp1qq
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Ukratko,
ř
α eα b Dα je formalna suma u R˚ b˜ ¯R,
ř
Yp1q b Yp2q b Yp3q je formalna (ko-
nacˇna) suma u R b˜R b˜R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedec´a pres-
likavanja su morfizmi u indproVect:
,, ,,








R, S´1 : R˚ Ñ R˚,
µR˚ : R















pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja morfizmi u indproVect. Sve sume
koje se pojavljuju u racˇunu mogu se dobiti iz tenzorskog produkta navedenih formalnih suma
primjenom navedenih morfizama i njihovih tenzorskih produkata pa slijedi da su one formalne
sume. U racˇunu se koristi distributivnost
,, ,,
đ i µR po formalnim sumama.
Propozicija 9.5.13. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Tada za svaki Y P R i svaki φ P EndpRq vrijedi
Sˆ1pLpφqqpY q “ S´1pYp2qqφpYp1qq.
Nadalje, linearno preslikavanje
Sˆ1 ˝ L : EndpRq Ñ EndpRq, Sˆ1pLpφqq : Y ÞÑ S´1pYp2qqφpYp1qq
ima inverzno preslikavanje
U1 : EndpRq Ñ EndpRq, U1pψq : Z ÞÑ Zp2qψpZp1qq.
Dokaz. Po definiciji Lpφq imamo





Y ÞÑřα,βxY, eαS´1peβqyDβφpDαq “ (i)
“ řα,β `řxYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqy˘DβφpDαq“ (ii)
“ řřα,β `xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyDβφpDαq˘ “ (iii)
“ řpřβxYp2q, S´1peβqyDβqpřαxYp1q, eαyφpDαqq “ (iv)
“ řpřβxS´1pYp2qq, eβyDβqφpřαxYp1q, eαyDαq “
“ řS´1pYp2qqφpYp1qq
Dokaz opravdanosti racˇuna s formalnim sumama:
(i) Za svaki α i β je suma ÿ
xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqy
konacˇna suma jednaka xY, eαS´1peβqy.
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(ii) Suma ÿÿ
α,β
Yp1q b Yp2q b eα b S´1peβq bDβ b φpDαq




R pa je iÿÿ
α,β
xYp1q, eαy xYp2q, S´1peβqyDβφpDαq
formalna suma u
¯





αxYp1q, eαyφpDαq su za svaki Yp1q b Yp2q formalne sume
u
¯






















R jednake vrijednosti kaoÿ
α,β
xYp2q, S´1peβqyDβ b xYp1q, eαyφpDαq,








R je morfizam u indproVect pa distribuira po formalnim sumama.
Ukratko,
ř
α eα bDα je formalna suma u R˚ b˜ ¯R,
ř
Yp1q b Yp2q je formalna (konacˇna) suma u
R b˜R pa su i njihovi tenzorski produkti formalne sume. Sljedec´a preslikavanja su morfizmi u
indproVect pa su i kompozicije tenzorskih produkata tih preslikavanja morfizmi u indproVect:















R. Sve sume u racˇunu mogu se dobiti iz tenzorskih produkata navedenih formal-
nih suma primjenom navedenih morfizama u indproVect i njihovih tenzorskih produkata, dakle,
one su formalne sume. U racˇunu se koristi i distributivnost po formalnim sumama morfizama u
indproVect.
Sada dokazujemo da je U1 inverzno preslikavanje od Sˆ1 ˝ L, to jest
pSˆ1 ˝ Lq ˝ U1 “ idEndpRq “ U1 ˝ pSˆ1 ˝ Lq.
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Za






















pYp2qqψpYp1qq “ ψpY q.
Korolar 9.5.14. Preslikavanje L je bijekcija. Preslikavanja Tˆ1 i L su med¯usobno inverzne
bijekcije.
Dokaz. Po prethodnoj propoziciji je Sˆ1˝L bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 je Sˆ1 injekcija, dakle
Sˆ1 je bijekcija, pa je i L bijekcija. Po propoziciji 9.5.12 je Tˆ1 ˝ L “ idEndpRq pa iz prethodnog
slijedi da su Tˆ1 i L med¯usobno inverzne bijekcije.
Napomena 9.5.15. Linearna preslikavanja
















su dakle med¯usobno inverzne bijekcije. Iz injektivnosti tada slijedi da Lpφq ne ovisi o izboru








Posljedica bijektivnosti je da kompozicija endomorfizama ˝ : EndpRqbEndpRq Ñ EndpRq
definira suprotno množenje elemenata
pR˚ bˆRq b pR˚ bˆRq Ñ pR˚ bˆRq
koje se na vektorskom potprostoru R˚ b R podudara s množenjem u poludirektnom produktu
R˚7R.
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Napomena 9.5.16. Ne možemo definirati množenje na R˚ bˆR u kategoriji proVect jer nije




R djelovanja ni upotpunjenje x , y :
¯
R b˜R˚ Ñ k spari-
vanja. Naprimjer,
ř





























9.5.5 Dvostruki kanonski element M
Slicˇno kao prethodne dvije propozicije dokaže se sljedec´a propozicija.
Propozicija 9.5.17. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Definiramo linearno preslikavanje







´1peγq b eβS´1peδq bDδDγφpDα bDβq
Za linearna preslikavanja Tˆ2, Sˆ2 : R˚ bˆR˚ bˆ
¯





hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ




hλ b h1λ b rλq : db d1 ÞÑ
ÿ
λ
xd, hλy xd1, h1λy rλ
vrijedi
Tˆ2 ˝M “ idHompRbR,Rq
pSˆ2 ˝MqpφqpY b Zq “ S´1pZp2qqS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq
i Sˆ2 ˝M ima inverzno preslikavanje
U2 : HompR bR,Rq Ñ HompR bR,Rq
U2pψq : Y b Z ÞÑ Yp2qZp2qψpYp1q b Zp1qq.
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Dokaz. Dokazujemo






´1peγq b eβS´1peδq bDδDγφpDα bDβq
je formalna suma jer je nastala od kanonskih elemenata
ř
λ eλ b Dλ P R˚ bˆ ¯R tenzoriranjem
u indproVect i primjenom morfizama τ
¯




R, S´1R˚ , µR˚ , te morfizama µR,
¯






























`ÿ xYp1q, eαy xYp2q, S´1peγqyYp3q˘`Z đ peβS´1peδqq˘DδDγφpDα bDβq “
Unutrašnja suma u sljedec´em izrazu je formalna jer je nastala iz sumanda prethodne formalne
sume (koji je umnožak formalne sume, elementa iz R i elementa iz
¯
R) primjenom množenja
µR : R bRÑ R i µR,
¯




R koja su morfizmi u indproVect. Vanjske formalne sume












Sljedec´a suma (ii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata
ř
λ eλb
Dλ P R˚ bˆ
¯
R i konacˇne sume
ř
Yp1q b Yp2q b Yp3q primjenom simetrizatora, zatim S´1R˚ , µR˚ ,






























DδDγφpDα bDβq “ piq













Sljedec´a suma (iv) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata
ř
λ eλb
Dλ P R˚ bˆ
¯
R i konacˇne sume
ř
Yp1q b Yp2q b Yp3q primjenom simetrizatora, zatim S´1R˚ , µR˚ ,































9.5. KANONSKI ELEMENTI I LUINA FORMULA































































Sljedec´a suma (vi) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta formalnih suma (kao gore)
primjenom simetrizatora i morfizama S´1R˚ , S
´1



























što je primjenom množenja µ
¯













Dalje se postupak za Z provede slicˇno kao za Y . Sljedec´a suma (vi) je formalna jer je nastala iz















`ÿxZp1q, eβyxZp2q, S´1peδqyZp3q˘DδS´1pYp2qqφpYp1q bDβq “
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Sljedec´a suma je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskih elemenata i konacˇnih




Yp3qxZp1q, eβyxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q bDβq “





Yp3qxZp1q, eβyxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q bDβq
¯
“ pviiq










Yp3qxZp1q, eβyxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q bDβq
¯
“ pixq
Sljedec´a suma (x) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta kanonskog elementa i ko-




Yp3qxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq “















Yp3qxZp1q, eβyxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q bDβq
¯
“ pixq








Yp3qxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq
¯
“ pxiq
Sljedec´a suma (xii) je formalna jer je nastala iz tenzorskog produkta konacˇnih suma primjenom
morfizama u indproVect slicˇno kao gore.
pxiiq “
ÿÿ








S´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq “
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Yp3qxZp2q, S´1peδqyZp3qDδS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq
¯
“ pxiq
Dalje su sume konacˇne i racˇunamo
pxiiq “
ÿÿ







S´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq “
“
ÿÿ










pYp2qqφpYp1q b Zq “
“ φpp
ÿ
pYp2qqYp1qq b Zq “
“ φpY b Zq
Dokazali smo da vrijedi
Tˆ2 ˝M “ idHompRbR,Rq.
Slicˇnim zakljucˇivanjem može se pokazati da vrijediÿ
α,β,γ,δ
xY, eαS´1peγqy xZ, eβS´1peδqyDδDγφpDα bDβq “ S´1pZp2qqS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq
to jest
pSˆ2 ˝MqpφqpY b Zq “ S´1pZp2qqS´1pYp2qqφpYp1q b Zp1qq.
Na kraju se lako provjeri da je
U2 ˝ pSˆ2 ˝Mq “ idHompRbR,Rq
pSˆ2 ˝Mq ˝ U2 “ idHompRbR,Rq.
Korolar 9.5.18. Preslikavanje M je bijekcija. Preslikavanja M i Tˆ2 su med¯usobno inverzne
bijekcije.
Dokaz. Po prethodnoj propoziciji Sˆ2 ˝M je bijekcija, a po propoziciji 9.5.9 je Sˆ2 injekcija,
dakle Sˆ2 je bijekcija, pa je i M bijekcija. Iz Tˆ2 ˝M “ idHompRbR,Rq tada slijedi da su M i Tˆ2
med¯usobno inverzne bijekcije.
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Napomena 9.5.19. Dakle, ako je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin, onda je R˚
unutrašnja Hopfova algebra u proVectFin i x , y : R b R˚ Ñ k je nedegenerirano Hopfovo
sparivanje u indproVectFin. Sva preslikavanja S1, S2, T1, T2 su injekcije, kao restrikcije bi-
jekcija Sˆ1, Sˆ2, Tˆ1, Tˆ2, bez dodatnih uvjeta na Hopfovu algebru R osim bijektivnosti antipoda.
Po teoremu 9.3.10 dakle, za unutrašnju Hopfovu algebru R u indVectFin s bijektivnim anti-
podom vrijedi: R je pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra
nad R˚ u indproVect ako i samo ako postoji morfizam ρ : R Ñ R˚7R u indproVect za koji je
Z đ ρpY q “ Y Z, za sve Y , Z P R. Pitamo se za koje Hopfove algebre R postoji takav ρ.
Vec´ znamo da je L : EndpRq Ñ R˚ bˆ
¯
R bijekcija i da vrijedi Z
,, ,,
đ Lpφq “ φpZq, pa takav
ρ postoji tocˇno onda kad: postoji korestrikcija na R˚ bR preslikavanja
RÑ EndpRq Ñ R˚ bˆR, Y ÞÑ φY ÞÑ LpφY q, gdje je φY : Z ÞÑ Y Z
i ona je morfizam u indproVect. Pogledajmo kada tocˇno R ima to svojstvo.
9.5.6 Luina formula
Propozicija 9.5.20. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipo-
dom. Oznacˇimo za Y P R sa φY P EndR množenje slijeva s Y , φY pZq “ Y Z i definiramo





Tada je Lu: RÑ R˚ bˆ
¯
R morfizam u indproVect i moguc´e ga je korestringirati na R˚ b˜R do
morfizma ρ : RÑ R˚ b˜R u indproVect ako i samo ako je za svaki Y P R preslikavanje




Dokaz. Lako se vidi da je Lu morfizam u indproVect, jer je ono kompozicija morfizama u





R, te R˚ b˜R “ R˚ b R jer zbog konacˇne dimenzionalnosti filtrirajuc´ih komponenti Rn
od R vrijedi R˚ bˆRn “ R˚ b Rn. U dokazu c´emo katkad pisati jedan, katkad drugi tenzorski
produkt.
Slika preslikavanja Lu je unutar R˚ b˜R “ R˚bR i korestrikcija RÑ R˚ b˜R je morfizam
u indproVect ako i samo ako za svaku filtrirajuc´u komponentu Rn od R postoji filtrirajuc´a
komponenta Rm od R takva da je
LupRnq Ď R˚ bRm.
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Zaista, pretpostavimo da za svaki n postojim takav da je LupRnq Ď R˚bRm “ R˚ bˆRm. Tada
je slika odR – colimnRn unutarR˚ b˜R – colimmR˚bRm, pa možemo korestringirati Lu do
linearnog preslikavanja ρ : RÑ R˚ b˜R. To je korestrikcija jer R˚ b˜R “ R˚ bR ãÑ R˚ bˆ
¯
R.
PreslikavanjaRn Ñ R˚bRm “ R˚ bˆRm med¯u filtrirajuc´im komponentama su komponente od
ρ i morfizmi su u proVect jer za svaki k postoji komponenta Rn Ñ Rk˚ bRm tog preslikavanja
med¯u kofiltrirajuc´im komponentama, to je kompozicija Rn Ñ R˚ bˆRm Ñ Rk˚ bRm. Dakle, ρ
je morfizam u indproVect. Lako se vidi da obrat takod¯er vrijedi.








Nadalje, LupRnq Ď R˚ bRm vrijedi ako i samo ako je
Sˆ1pLupRnqq Ď EndpR,Rmq,




gdje je peαqαPA formalna baza odR˚ dualna filtriranoj bazi pDαqαPA odR, aK bijekcija inverzna
bijekciji Sˆ1. Ocˇito je pripadna formalna suma
ř
eα b φpDαq unutar R˚ b Rm ako je Impφq Ď
Rm. S druge strane, za Am “ tα P A | Dα P Rmu je pDαqαPAm baza od Rm. Svaki element od
R˚ bˆRm može se zapisati kao formalna suma řαPA,βPAm aαβ eα bDβ u R˚ bˆRm, a buduc´i da
je to potpuni potprostor od R˚ bˆ
¯
R, to je formalna suma u R˚ bˆ
¯
R. Za taj zapis ocˇito vrijedi da











Na kraju, zbog konacˇne dimenzionalnosti svih komponenti od R tvrdnja:
p@nqpDmqp@Y P RnqpImpSˆ1pLupY qqq Ď Rmq
je ekvivalentna tvrdnji
p@Y P RqpDmqpImpSˆ1pLupY qqq Ď Rmq.
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Adjungirano djelovanje elementa Z na Y u R je adZ : RÑ R
adZ : Y ÞÑ Zp1qY SpZp2qq.
Preslikavanje koje se pojavljuje u prethodnoj propoziciji oznacˇimo s ad1Z : RÑ R. Vrijedi
ad1Z “ adS´1pZq .
Dakle, vrijednost formalne sume LupY q c´e biti unutarR˚bR za svaki Y P R za one unutrašnje
Hopfove algebre R u indVectFin s bijektivnim antipodom za koje je orbita svakog elementa po
adjungiranim djelovanjima od R unutar potprostora konacˇne dimenzije.
Teorem 9.5.21. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijektivnim antipodom.
Tada postoji kodjelovanje ρ : R Ñ R˚ b R takvo da je R nad R˚ desno-lijeva pletenicˇasto-
komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje đ : Rb
R˚ Ñ R ako i samo ako je orbita svakog elementa Y P R po adjungiranim djelovanjima od
R unutar potprostora konacˇne dimenzije, što je ekvivalentno zahtjevu LupRq Ď R˚ b R. To
kodjelovanje je tada jedinstveno.
Dokaz. Primjenjujemo da je T2 injekcija kao restrikcija injekcije Tˆ2, prethodnu propoziciju
9.5.20 i teorem 9.3.10.
9.5.7 Hopfove algebre R i H u Hopfovom sparivanju
Pretpostavimo da je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin, H unutrašnja Hopfova alge-
bra u proVect i x , y : R b H Ñ k Hopfovo sparivanje u indproVect nedegenerirano u drugoj
varijabli.
Buduc´i da je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin, njen dual R˚ je unutrašnja Hop-
fova algebra u proVectFin. Po propoziciji 9.2.1 sparivanje definira linearno preslikavanje
S0 : H ÞÑ HomindproVectpR, kq – R˚
koje je injekcija jer je sparivanje x , y : RbH Ñ k nedegenerirano u drugoj varijabli. Dokažimo
da je to preslikavanje štoviše morfizam H ãÑ R˚ u proVect. Za svaki n postoji k takav da
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Preslikavanja u donja dva retka su sparivanja i ona definiraju linearna preslikavanja H Ñ Rn˚ i





Buduc´i da za svaki n postoji k i preslikavanje Hk Ñ Rn˚ takvo da je prethodni dijagram komu-
tativan, slijedi da je S0 morfizam u proVect. Oznacˇimo ga sa η. Injekcija η “ S0 : H ãÑ R˚,
morfizam u proVect, definira injekciju idR b˜ η : R b˜H “ R b H ãÑ R b R˚ “ R b˜R˚ u







Pazimo da ne gledamo H kao potpun potprostor od R˚ u proVect buduc´i da H ne mora imati
kofiltraciju induciranu po injekciji H ãÑ R. To znacˇi da bi u R˚ neke sume elemenata od H
mogle biti formalne, a da nisu formalne u H .
Buduc´i da su oba sparivanja Hopfova i η injekcija, slijedi da je morfizam η homomorfizam












idR b˜ η b˜ idR





η b˜ idR b˜ η b˜ idR η b˜ idR
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Pazimo da ne gledamo H7R kao Hopfovu podalgebru od R˚7R u indproVect s induciranom
filtracijom kofiltracija, to jest za sume elemenata u H7R koje su formalne u R˚7R ne smijemo
bez provjere zakljucˇiti da su formalne i u H7R. Suprotno, svaka formalna suma u H7R po
inkluziji, morfizmu u indproVect, je formalna suma uR˚7R. Zanima nas kada postoji morfizam
ρ : RÑ H7R u indproVect takav da je d đ ρprq “ rd za sve r, d P R.
Za to je dovoljno da je morfizam Lu: R Ñ R˚ bˆ
¯
R moguc´e korestringirati kao linearno
preslikavanje na vektorski potprostorH7R Ď R˚7R Ď R˚ bˆ
¯
R, jer je takvo linearno preslikava-
nje nužno morfizam u indproVect. Slijedi objašnjenje. Pretpostavimo da postoji ρ : RÑ H7R.
Buduc´i da je Rn konacˇno-dimenzionalan, to sigurno postoji m takav da je ρpRnq Ď H bRm “
H bˆRm. Nakon toga lako se vidi da za tu komponentu Rn Ñ H bˆRm za svaki k postoji njena
komponenta med¯u kofiltrirajuc´im komponentama, kompozicija Rn Ñ H bˆRm Ñ Hk bRm.
Ostaje dakle pitanje kada je LupRq Ď H7R. To je tocˇno onda kad je Sˆ1pLupRqq Ď
Sˆ1pH7Rq, a koji je to podskup od EndpRq? Pretpostavimo da je pDαqαPA filtrirana baza od R.
Svaki element od H7R “ H bR može se zapisati kao konacˇna suma elemenata řβ hαβ bDβ ,
gdje su svi hαβ u H . Buduc´i da je ta suma formalna suma u R˚ bˆ
¯
R, a zapis elementa u R˚ bˆ
¯
R
kao formalna suma oblika
ř
β fαβ bDβ je jedinstven, zakljucˇujemo da, kad bismo za svaki Dα







morala bi ta suma biti konacˇna i svi fαβ u H . H bi dakle morao sadržavati sve funkcionale
fαβ i svako preslikavanje Sˆ1pLupDαqq moralo bi imati konacˇan rang. Lako se vidi da obrat
vrijedi: ako je svako preslikavanje u Sˆ1pLupDαqq konacˇnog ranga i H sadrži sve funkcionale
tfαβ | α, β P Au, onda je LupRq Ď H7R.
Dakle, provjera se svodi na to je li orbita svakog Dα po adjungiranim djelovanjima od R
unutar potprostora konacˇne dimenzije i da li H kao vektorski potprostor H Ď R˚ sadrži sve
funkcionale tfαβ | α, β P Au iz svih zapisa LupDαq “ řβ fαβ b Dβ . Time smo dokazali
sljedec´u propoziciju.
Propozicija 9.5.22. Neka je R unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin s bijekivnim antipo-
dom. Neka je H unutrašnja Hopfova algebra u proVect u Hopfovom sparivanju x , y : RbH “
R b˜H Ñ k s R u indproVect koje je nedegenerirano u drugoj varijabli. Tada postoji kodjelo-
vanje ρ : R Ñ H7R uz koje je R nad H pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna
algebra uz sparivanjem inducirano djelovanje đ : RbH Ñ R ako i samo ako je LupRq Ď H7R,
gdje H7R gledamo kao vektorski potprostor H7R Ď R˚7R. Tada je Lu “ ρ.
9.5.23. (Minimalna Hopfova podalgebra Rmin Ď R˚ takva da je LupRq Ď Rmin7R.) Na teme-
lju razmatranja ispred propozicije zamijetimo da, ako je algebra R generirana s konacˇno mnogo
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elemenata Y1, . . . , Yn i LupRq Ď R˚7R, onda H7R sadrži LupRq cˇim H sadrži sve funkcionale
koji se pojavljuju u zapisu elemenata LupY1q, . . . , LupYnq u obliku LupYiq “ řβ fiβ bDβ za
neku filtriranu bazu tDβuβ od R. Naime, buduc´i da je ρpXY q “ ρpY q ¨ ρpXq u R˚7R (ako su
ρpXq i ρpY q unutar R˚7R) i H7R algebra, to onda moraju biti svi LupY α11 ¨ ¨ ¨Y αnn q u H7R cˇim
su LupY1q, . . . , LupYnq u H7R. Najmanju Hopfovu algebru H koja se sparuje s R takva da
je R nad H pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz dje-
lovanje inducirano sparivanjem) mogli bismo dobiti kao najmanju Hopfovu podalgebru od R˚
koja sadrži konacˇan broj funkcionala dobivenih racˇunajuc´i LupY1q, . . . , LupYnq. Vidi poslije
primjer 9.6.5 s Upgq. Oznacˇimo li najmanju takvu Hopfovu algebru s Rmin Ď R˚, onda mo-
žemo rec´i da jeR nadH Ď R˚ desno lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz sparivanjem
definirano djelovanje ako i samo ako je Rmin Ď H Ď R˚. Uz to, tada imamo niz podalgebri
Rmin7R Ď H7R Ď R˚7R.
9.6 Primjeri s univerzalnom omotacˇkom algebrom Upgq
Definicija Upgq je dana u primjeru 6.1.18.
9.6.1 Pregled dijagrama s Upgq˚, Upgqmin, Upgq˝, OminpGq, OpAutpgqq




i pokazat c´emo da je Upgq nad Upgq˚, Upgqmin, Upgq˝, OpAutpgqq pletenicˇasto-komutativna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz djelovanje inducirano sparivanjem i kodjelovanje koje
je korestrikcija od Lu.
Za Liejevu grupu G imat c´emo:
Upgq˚ C8pGq OpAutpgqq OpGLpgqq OpGLpn,Rqq
Upgqmin OminpGq
–
s time da u dijagramu jedino C8pGq nije Hopfova algebra. Sva preslikavanja osim iscrtkanih
su morfizmi Hopfovih algebri, s time da je Upgq˚ Hopfova algebra u indproVect. Pokazat
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c´emo da je Upgq nad OminpGq pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra
uz djelovanje inducirano sparivanjem i kodjelovanje koje je korestrikcija od Lu.
Za linearnu algebarsku grupu G imat c´emo morfizme Hopfovih algebri:




Neka je g konacˇno-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem k.
9.6.2. Dokazat c´emo da je
LupUpgqq Ď Upgq˚7Upgq
u sljedec´oj propoziciji 9.6.3. Po gornjem teoremu 9.5.22 iz toga c´e slijediti da je Upgq nad
Upgq˚ desno-lijeva pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz spariva-
njem inducirano djelovanje) na jedinstven nacˇin, uz kodjelovanje koje je korestrikcija od Lu.
Propozicija 9.6.3. Vrijednost formalne sume LupY q je unutar Upgq˚ b Upgq za sve Y P Upgq.
Sa ρ : Y ÞÑ LupY q je time definiran morfizam ρ : Upgq Ñ Upgq˚ b˜Upgq u indproVectFin za
koji vrijedi Z đ ρpY q “ Y Z za sve Y , Z P Upgq.
Dokaz. Po propoziciji 9.5.20 dovoljno je dokazati da je za svaki Y P Upgq preslikavanje
Sˆ1pLupY qq : Z ÞÑ
ÿ
S´1pZp2qqY Zp1q
konacˇnog ranga. Oznacˇimo sa ad1Z : Upgq Ñ Upgq preslikavanje
ad1Z : Y ÞÑ
ÿ
S´1pZp2qqY Zp1q.
Treba dakle dokazati da za svaki Y P Upgq postoji stupanj m takav da su svi elementi orbite
tad1ZpY q | Z P Upgqu stupnja najviše m.
(i) Prvo matematicˇkom indukcijom dokazujemo da je za svaki Y P Upgq i svaki X P g
stupanj od S´1pXp2qqY Xp1q manji ili jednak stupnju od Y . Za sveX P g i Y P g je Y X´XY “
rY,Xs stupnja 1, što je baza indukcije. Pretpostavimo da je za svaki V P Upgq stupnja n i svaki
X P g stupanj od V X ´XV manji od ili jednak n. Neka je W P Upgq monom stupnja n ` 1,
tada je W “ Y V za neki Y P g i V P Upgq monom stupnja n. Sada imamo
WX ´XW “ Y V X ´XY V “ Y pV X ´XV q ` pY X ´XY qV,
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a to je po pretpostavci indukcije stupnja najviše n` 1. Zbroj monoma stupnja najviše n` 1 je
stupnja najviše n` 1.
(ii) Zatim zamijetimo da je svaki monom Z P Upgq produkt X1X2 ¨ ¨ ¨Xs elemenata stupnja
1 i da je ad1Z “ ad1Xs ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ad1X2 ˝ ad1X1 pa po prethodno dokazanom niti ad1Z ne povec´ava
stupanj elementa Y .
Korolar 9.6.4. Hopfova algebra Upgq je desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad
dualnom unutrašnjom Hopfovom algebrom Upgq˚ u proVectFin s obzirom na djelovanje đ in-
ducirano sparivanjem, tj. u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji, za Y P Upgq i f P Upgq˚, defini-
rano sa
Y đ f “ xYp1q, fyYp2q
na jedinstven nacˇin: uz kodjelovanje dano sa
Y ÞÑ LupY q P Upgq˚7Upgq
za Y P Upgq.
9.6.3 Minimalna Hopfova algebra Upgqmin Ď Upgq˚ i Upgq˝
Neka je g konacˇno-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem k.
9.6.5. (Minimalna Hopfova algebra Upgqmin.) Ovdje c´emo dati kratki pregled rezultata, a na-
kon toga sve detaljno razraditi. Odredit c´emo Hopfovu podalgebru u proVect
Upgqmin Ď Upgq˚
minimalnu takvu da je LupUpgqq Ď Upgqmin7Upgq i pokazati da je ona Hopfova k-algebra.
Time c´emo dobiti morfizme Hopfovih algebri
Upgqmin Upgq˝ Upgq˚
pri cˇemu su prve dvije Hopfove k-algebre, a zadnja Hopfova algebra u proVect.
Hopfova algebra Upgqmin ima sljedec´a svojstva: generirana je kao asocijativna unitalna
algebra s odred¯enim U ji i U¯ ji , i, j “ 1, . . . , n, komutativna je, te vrijediÿ
j




∆pU ji q “
ÿ
k
U jk b Uki , ∆pU¯ ji q “
ÿ
k
U¯ki b U¯ jk
pU ji q “ δji “ pU¯ ji q
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SpU ji q “ U¯ ji , SpU¯ ji q “ U ji
i vrijedi
xXk,U ji y “ Cjki,ÿ
l,m














Postoje odred¯ene eksponencijalne formule za matrice U “ rU ji sj,i i U¯ “ rU¯ ji sj,i P MnpUpgq˚q
koje c´emo nac´i.
Po gornjem teoremu 9.5.22 slijedit c´e da je Upgq nad Upgqmin i nad Upgq˝ (uz spariva-
njem inducirano djelovanje) pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra na
jedinstven nacˇin. To jedinstveno kodjelovanje dano je na generatorima algebre Upgq sa




9.6.6. Dokazi. Iznad je u 9.5.23 objašnjeno da, ako je algebra R u indVectFin generirana s
konacˇno mnogo elemenata X1, . . . , Xn i vrijedi LupRq Ď R˚7R, onda je LupRq Ď H7R cˇim
H sadrži funkcionale koji se pojavljuju u zapisima LupX1q, . . . , LupXnq.
Nad¯imo sada minimalnu Hopfovu podalgebru Upgqmin od Upgq˚ takvu da je LupUpgqq Ď
Upgqmin7Upgq. Za g konacˇno-dimenzionalnu Liejevu algebru nad poljem k, Upgq je unutrašnja
Hopfova algebra u indVectFin. Neka su X1, . . . , Xn odabrani generatori Liejeve algebre g sa





(i) Buduc´i da je Sˆ1 bijekcija Upgq˚ bˆUpgq – HomkpUpgq, Upgqq, element LupXq zaX P Upgq
odred¯en je vrijednostima Sˆ1pLupXqq na bazi vektorskog prostora Upgq. Racˇunamo
Sˆ1pLupXiqqp1Rq “ ad11RpXiq “ Xi






Sˆ1pLupXiqqpXα11 ¨ ¨ ¨Xαnn q “ ad1Xα11 ¨¨¨Xαnn pXiq “ pad




pCαnn ¨ ¨ ¨ Cα22 Cα11 qkiXk
gdje smo za svaki j oznacˇili s Cj matricu rCkijsk,i. Zamijetimo da je Cj matrica od
ad1Xj “ ´ adXj : gÑ g
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gdje je s eα1...αn “ eXα11 ¨¨¨Xαnn oznacˇen funkcional, element odUpgq˚, dualan elementuXα11 ¨ ¨ ¨Xαnn




eα1...αnpCαnn ¨ ¨ ¨ Cα22 Cα11 qki
Dakle, ako i samo ako Hopfova podalgebra H od Upgq˚ sadrži n2 funkcionala U¯ki , vrijedi




U¯ki 7Xk “ XiX
za sve X P Upgq.




U¯ ji b U¯kj .
Skicirajmo dokaz te tvrdnje. Prvo imamo








xXj, U¯mi y xXl, U¯kmy
za bazu indukcije i dalje se indukcijom po stupnju može dokazati
xXjX, U¯ki y “
ÿ
m
xXj, U¯mi y xX, U¯kmy
i iskoristiti jedinstvenost dualnog koprodukta.
(iii) Za kojedinicu, iz definicije U¯ki , dobivamo
pU¯ki q “ x1R, U¯ki y “ δki .
(iv) Oznacˇimo s U ji P Upgq˚ element takav da je
SpU¯ ji q “ U ji .
Slijedi
xXj,Uki y “ xSpXjq, U¯ki y “ Ckji.
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Ukj b U ji
pU ji q “ δjiÿ
j




(v) Dakle, podalgebra od Upgq˚ generirana s 2n2 generatora Uki , U¯ki može se gledati kao
Hopfova algebra u Vect, minimalna koja se sparuje s Upgq tako da Upgq nad njom bude
pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz sparivanjem inducirano dje-
lovanje), oznacˇimo je s Upgqmin. Zamijetimo da, ako je Upgq komutativna, onda je Upgqmin
trivijalna, tj. jednaka k.
(vi) Nadalje, može se dokazati da vrijedi sljedec´a jednakost:ÿ
l,m




Prvo se za bazu indukcije pokaže da se obje strane s generatorima od Upgq sparuju jednako
koristec´i definiciju funkcionala U¯ ji i Jacobijevo svojstvo za Liejevu algebru g zapisano pomoc´u
strukturnih konstanti. Zatim se u koraku indukcije koristi formula za koprodukt da se dokaže
da se lijeva i desna strana sparuju jednako sa svim elementima baze vektorskog prostora Upgq.
Iz te jednakosti i gornjih jednakosti lako se vidi da slijedi analogna jednakost za generatore U ji :ÿ
l,m




(vii) Iz navedenih formula u (iv) slijedi da je matrici U¯ P MnpUpgq˚q inverzna matrica
U P MnpUpgq˚q. Nadalje, kad bi komponente tih matrica bile funkcije na nekoj grupi, iz
koprodukta i kojedinice je vidljivo da bi matrica U predstavljala neku reprezentaciju te grupe u
GLpn, kq. To je razlog što smo pocˇetnu matricu oznacˇili s U¯ , a izvedenu s U , umjesto obratno.
U primjeru 9.6.17 c´emo nac´i geometrijski definiranu Hopfovu algebruOminpGq funkcija na
Liejevoj (ili afinoj algebarskoj) grupi G koje dolaze od adjungirane reprezentacije grupe G, a u
primjeru 9.6.18 c´emo dati Hopfovu algebru funkcija OpAutpgqq na algebarskoj grupi Autpgq i
pokazati da se obje te Hopfove algebre surjektivno preslikavaju na Upgqmin geometrijski defi-
niranim morfizmima Hopfovih algebri.
(viii) Na kraju, što nije bitno za daljnje izlaganje, može se evaluacijom na generatorima lako
pokazati da vrijedi
eα1¨¨¨αn “ eXα11 ¨ ¨ ¨ eXαnn “
1
α1!
peX1qα1 ¨ ¨ ¨ 1αn!peXnq
αn .
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α1! ¨ ¨ ¨αn! C˜
αn
n ¨ ¨ ¨ C˜α22 C˜α11 “ exp C˜n ¨ ¨ ¨ exp C˜1.
Lako se vidi da je onda




α1! ¨ ¨ ¨αn! C˜
α1
1 C˜α22 ¨ ¨ ¨ C˜αnn .
9.6.4 Sparivanje UpgLq i UpgRq sa C8pGq
Neka je G Liejeva grupa.
9.6.7. (Sparivanje UpgLq i UpgRq sa C8pGq.) Sparivanje
x , y : UpgLq b C8pGq Ñ R
je definirano evaluacijom u jedinici rezultata primjene diferencijalnog operatora na funkciju.
Analogno, imamo sparivanje x , y : UpgLq b C8pG,Cq Ñ C.
(i) Detaljnije, svako lijevo invarijantno vektorsko polje X P gL definira diferencijalni ope-
rator prvog reda DX : C8pGq Ñ C8pGq, DXf “ Xf . Pridruživanje X ÞÑ DX se proširuje do
injektivnog unitalnog homomorfizma algebri D : UpgLq ãÑ EndRpC8pGqq, P ÞÑ DP . Ekspli-
citno, elementu P “ X1 ¨ ¨ ¨Xr P UpgLq, gdje su X1, . . ., Xr P g pridružuje se diferencijalni
operator DP odred¯en s
pDPfqpyq “ pDX1 ¨ ¨ ¨DXrfqpyq “ B
r
Bt1 ¨ ¨ ¨ Btr
ˇˇˇ
t1,...,tr“0
fpy ¨ exppt1X1q ¨ ¨ ¨ expptrXrqq
Oznacˇimo s e jedinicu u G. Definiramo sparivanje
x , y : UpgLq b C8pGq Ñ R, xP, fy “ pDPfqpeq
Hopfove algebre UpgLq i algebre C8pGq.
(ii) Analogno se definira sparivanje
x , y : UpgRq b C8pGq Ñ R
uz formulu
pDPfqpyq “ pDY1 ¨ ¨ ¨DYrfqpyq “ B
r
Bt1 ¨ ¨ ¨ Btr
ˇˇˇ
t1,...,tr“0
fpexpptrYrq ¨ ¨ ¨ exppt1Y1q ¨ yq
za P “ Y1 ¨ ¨ ¨Yr P UpgRq, gdje su Y1, . . ., Yr P gR. Zamijetimo da je redoslijed argumenata
ovdje obrnut.
(iii) Oba sparivanja se slicˇno definiraju za funkcije s vrijednostima u C.
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9.6.8. (Hopfovo sparivanje UpgLq s algebrom funkcija na G.) (i) Nadalje, ako je H podalgebra
od C8pGq takva da je H Hopfova k-algebra nekih funkcija na grupi G (tj. cˇija je struktura
dualna strukturi te grupe), onda je restrikcija gore navedenog sparivanja,
x , y : UpgLq bH Ñ R
Hopfovo sparivanje. Dokaz te tvrdnje slijedi. Kompatibilnost produkta na UpgqL i koprodukta
na H:
xX1 ¨ ¨ ¨Xr, fy “ BrBt1¨¨¨Btr
ˇˇˇ
t1,...,tr“0





fp1qpexppt1X1qq ¨ ¨ ¨ fprqpexpptrXrqq
˘




“ řxX1, fp1qy ¨ ¨ ¨ xXr, fprqy
te produkta na H i koprodukta na UpgqL:
x∆pXq, fgy “ fpeqxX, gy ` xX, fygpeq, X P gL
što je Leibnizovo pravilo za X P gL, a lako se pokaže da tada vrijedi i za sve P P UpgLq.
Kompatibilnost jedinica i kojedinica, za P “ X1 ¨ ¨ ¨Xr:
xP, 1Hy “ 0 “ pP q, x1Upgq, 1Hy “ 1 “ p1Upgqq








fpexpp´tXqq “ ´xX, fy “ xSX, fy
za X P gL. Lako se vidi da to vrijedi za sve P P UpgLq.
(ii) Slicˇno se pokaže da je restrikcija drugog gore navedenog sparivanja,
x , y : UpgRq bH Ñ R
Hopfovo sparivanje uz obrnuti koprodukt na H .
9.6.9. (Algebra diferencijalnih operatora H7UpgLq i Hco7UpgRq.)
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Lako se dalje provjeri tvrdnja za proizvoljan P P UpgLq. Definirano je lijevo Hopfovo djelova-
nje UpgLq na H , Ż : UpgLq bH Ñ H ,
P Ż f “
ÿ
fp1qxP, fp2qy,
koje odgovara djelovanju diferencijalnog operatora na funkciju. Nadalje, kompozicija množenja
funkcijom f i djelovanja diferencijalnog operatora DP je:
g ÞÑ DP pfgq “
ÿ
DPp1qf ¨DPp2qg
što se lako dokaže iz definicije, dakle vrijedi




pDPp1q Ż fq ¨DPp2q “
ÿ
fp1qxPp1q, fp2qyDPp2q
i definirajmo desno Hopfovo djelovanje H na UpgLq, đ : UpgLq bH Ñ UpgLq,
P đ f “
ÿ
xPp1q, fyPp2q.
Množenje u poludirektnom produktu H7UpgLq (dobivenog iz djelovanja Ż ili, ekvivalentno,
djelovanja đ) odgovara kompoziciji diferencijalnih operatora:
fDP ¨ gDR “
ÿ
fgp1qxPp1q, gp2qyDPp2qDR
f7P ¨ g7R “
ÿ
fgp1qxPp1q, gp2qyPp2qR
Svaki diferencijalni operator može se zapisati na jedinstven nacˇin kao suma produkata funk-
cija na G i lijevo-invarijantnih diferencijalnih operatora, pa iz prethodnog slijedi da je poludi-
rektni produkt H7UpgLq podalgebra algebre diferencijalnih operatora DiffpGq na G: Hopfova
algebra UpgLq je algebra lijevo invarijantnih diferencijalnih operatora na G, a koeficijenti su
funkcije iz H . Djelovanja se proširuju do djelovanja cijele algebre H7UpgLq, pri cˇemu je lijevo
djelovanje Ż algebre H7UpgLq na H djelovanje diferencijalnog operatora na funkciju. Imamo i
desno djelovanje đ algebre H7UpgLq na UpgLq.
(ii) Sve tvrdnje vrijede i za sparivanje sa UpgRq uz obrnuti koprodukt na H .
9.6.5 Sparivanje Upgq i algebre formalnih funkcija J8pG, eq
Sparivanje Upgq i glatkih funkcija C8pGq je degenerirano u drugom argumentu iz dva razloga.
Najprije, sparivanje ovisi samo o vrijednostima u okolini jedinice pa dodavanje svake glatke
funkcije koje je nula na nekoj okolini ne mijenja rezultat. Dakle, možemo raditi s klicama
glatkih funkcija na okolinama jedinice da to izbjegnemo. No, cˇak i na klicama je sparivanje
degenerirano jer sparivanje sa svakim diferencijalnim operatorom ovisi samo o Taylorovom
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redu funkcije u jedinici e P G. Tako c´e klica funkcije koja u nekim koordinatama x1, . . . , xn
centriranim oko e poprima vrijednost 0 u jedinici i expp´1{}x}2q u tocˇkama van nje imati
trivijalno sparivanje sa svakim diferencijalnim operatorom u e.
Kod prijelaza izmed¯u karata glatkog atlasa Taylorov red funkcije se transformira uz pomoc´
iteracija lancˇanog pravila za derivacije kompozicije funkcija. Ako se za dvije funkcije defini-
rane oko e Taylorovi redovi u e podudaraju u nekoj karti tada se dakle podudaraju u svakoj
karti C8-glatkog atlasa. Eventualna konvergencija Taylorovog reda cˇuva se samo ukoliko je
atlas analiticˇki. Klasa ekvivalencije funkcija oko e koje imaju isti Taylorov red u nekoj karti
je po definiciji formalna funkcija oko e. Isti pojam formalne funkcije može se definirati i bez
pozivanja na karte, kao limes inverznog sustava k-mlazova limk JkpG, eq cˇiji su elementi klase
ekvivalencije lokalnih funkcija koje se med¯usobno podudaraju po sparivanju u e sa svim dife-
rencijalnim operatorima stupnja najviše k. Operacije množenja i zbrajanja po tocˇkama induci-
raju strukturu algebre na skupu J8pG, eq formalnih funkcija na e. Formalne funkcije oko e se
ponekad identificiraju s distribucijama (generaliziranim funkcijama) s nosacˇem u e. Sparivanje
x , y : UpgLq b J8pG, eq Ñ R
evaluacijom u e je nedegenerirano za svaku realnu Liejevu grupu G. Dakle, sparivanje inducira
prirodni izomorfizam J8pG, eq – UpgLq˚.
9.6.6 Formalni diferencijalni operatori J8pG, eq7Upgq
Neka je e tocˇka na realnoj analiticˇkoj mnogostrukosti M dimenzije n. Diferencijalni operatori















gdje su J “ pj1, . . . , jnq P Nn0 multiindeksi, a pJ glatke funkcije definirane na U . Dva dife-
rencijalna operatora po definiciji odred¯uju isti formalni diferencijalni operator u e ako njihove
restrikcije na dovoljnu malu domenu oko e imaju istu vrijednost na svake dvije glatke funkcije s
istim Taylorovim redom u e. Ekvivalentno je tražiti da za sve multiindekse J “ pj1, . . . , jnq pri-
padni glatki koeficijenti pJ , qJ oba operatora odred¯uju isti formalnu funkciju. Dakle, formalni
diferencijalni operatori se mogu gledati kao diferencijalni operatori s formalnim koeficijentima.
Formalni diferencijalni operatori oko e cˇine R-algebru DiffωpM, eq. Njihovo djelovanje na
klice glatkih funkcija ocˇito inducira djelovanje na formalne funkcije. U slucˇaju kad je G Li-
ejeva grupa, Hopfovo sparivanje UpgLq i J8pG, eq inducira lijevo Hopfovo djelovanje Ż UpgLq
na J8pG, eq i desno Hopfovo djelovanje đ J8pG, eq na UpgLq, pa je definiran poludirektni
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produkt J8pG, eq7UpgLq, jednak za oba djelovanja. Identifikacija algebre globalnih glatkih di-
ferencijalnih operatora s poludirektnim produktom C8pGq7UpgLq iz pododjeljka 9.6.4 inducira
identifikaciju algebre DiffωpG, eq formalnih diferencijalnih operatora s poludirektnim produk-
tom J8pG, eq7UpgLq. Analogno se iz drugog Hopfovog sparivanja
x , y : UpgRq b pJ8pG, eqqco Ñ R
dobije poludirektni produkt pJ8pG, eqqco7UpgRq.
9.6.7 Nekomutativni fazni prostor tipa Liejeve algebre
9.6.10. U nekim fizikalnim radovima (naprimjer u [Juric]) UpgLq se interpretira kao algebra
polinomijalnih funkcija na nekomutativnom prostoru, a elementi baze od gL kao nekomuta-
tivne koordinate na tom nekomutativnom prostoru koji gledamo i kao deformaciju komutativ-
nog prostora. Ta tocˇka gledanja drukcˇija je od uobicˇajene geometrijske gdje su elementi baze
od g invarijantna vektorska polja, dakle analogoni parcijalnih derivacija. Elementi algebre for-
malnih diferencijalnih operatora DiffωpG, eq oko jedinice e pripadne Liejeve grupe G mogu
se opisati kao konacˇne sume elemenata iz UpgRq s koeficijentima slijeva u algebri formalnih
funkcija J8pG, eq oko e; pokazali smo da kompozicija operatora odgovara množenju u polu-
direktnom produktu DiffωpG, eq – pJ8pG, eqqco7UpgRq. Ti formalni diferencijalni operatori
djeluju na formalne funkcije na desno. Suprotna algebra Diffω,oppG, eq Ď EndpJ8pG, eqq se
dakle može promatrati kao algebra diferencijalnih operatora koji djeluju na lijevo i ima strukturu
UpgRqop7pJ8pG, eqqop.
9.6.11. Neka je κ : UpgLq Ñ UpgRq antiizomorfizam algebri dan na generatorima sa Xi ÞÑ Yi.
Sparivanje s UpgRq je kompozicija κb id i sparivanja s UpgLq,
UpgRq b J8pG, eq Ñ UpgLq b J8pG, eq Ñ R.
Takod¯er, množenje na poludirektnom produktu odgovara kompoziciji diferencijalnih operatora.
Na temelju te dvije tvrdnje vidimo da možemo djelovanje na lijevo od UpgRqop zamijeniti s
djelovanjem na lijevo od UpgLq. Time dobivamo izomorfizam
UpgLq7pJ8pG, eqqop – UpgRqop7pJ8pG, eqqop.
9.6.12. Struktura Hopfovog algebroida na Diffω,oppG, eq – UpgLq7pJ8pG, eqqop može se dobiti
od strukture Hopfovog algebroida na DiffωpG, eq – J8pG, eq7UpgLq. Naime, vrijedi sljedec´a
propozicija o prenošenju strukture Hopfovog algebroida duž antiizomorfizama.
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Propozicija 9.6.13. Neka je dan Hopfov algebroid D “ pDL,DR, τDq nad baznim algebrama
L i R sljedec´im podacima: lijevi L- bialgebroid DL “ pD,µL, ηL, αL, βL,∆L, Lq, desni R-
bialgebroid DR “ pD,µR, ηR, αR, βR,∆R, Rq i antipod τD : D Ñ D. Neka je dan antiizomor-
fizam algebri κ : LÑ R.
Neka je dana algebra H i antiizomorfizam algebri Ψ: D Ñ H . Tada na H postoji struk-
tura Hopfovog algebroida H “ pHL,HR, τHq nad baznim algebrama L i R dana sljede-
c´im podacima: lijevi L-bialgebroid HL “ pH,µL, ηL, αL, βL,∆L, Lq, desni R-bialgebroid
HR “ pH,µR, ηR, αR, βR,∆R, Rq i antipod τH : H Ñ H koji su definirani sa:
αL “ Ψ ˝ αR ˝ κ βL “ Ψ ˝ βR ˝ κ
αR “ Ψ ˝ αL ˝ κ´1 βR “ Ψ ˝ βL ˝ κ´1
∆L “ ΨDbRD ˝∆R ˝Ψ´1 ∆R “ ΨDbLD ˝∆L ˝Ψ´1
L “ κ´1 ˝ R ˝Ψ´1 R “ κ ˝ L ˝Ψ´1
τH “ Ψ ˝ τD ˝Ψ´1
Ovdje je ΨDbRD : D bR D Ñ H bL H preslikavanje koje šalje a bR b u Ψpbq bL Ψpaq i
ΨDbLD : D bL D Ñ H bR H preslikavanje koje šalje a bL b u Ψpbq bR Ψpaq. Analogna
tvrdnja vrijedi i za unutarnje Hopfove algebroide.
Dokaz. Direktna racˇunska provjera aksioma. Ako je pDL,DR, τq Hopfov algebrod nad baznim
algebrama L iR, onda je ppDRqop,co, pDLqop,co, τqHopfov algebroid nad baznim algebramaRop
i Lop, kako je navedeno u [BohmHAlg].
9.6.14. U cˇlanku [MSS] struktura Hopfovog algebroida na Diffω,oppG, eq nad¯ena je direktno,
koristec´i njegovu strukturu kao poludirektnog produkta i u terminima koordinata. U ovom
paragrafu razlikovat c´emo tangentni vektorski prostor g “ TeG od prostora gR Ď ΓTG. Pro-
matrajmo koordinatnu kartu ψ : U Ñ ψpUq Ď G, za U Ď TeG, koja šalje 0 P U u e P G.
Algebra formalnih funkcija J8pTeG, 0q oko 0 P TeG je kanonski izomorfna upotpunjenju
Sˆpg˚q “ ś8n“0 Snpg˚q algebre polinoma Spg˚q “ ‘8n“0Snpg˚q na prostoru g “ TeG. Izomor-
fizam Tg – g ˆ g inducira kanonsko ulaganje Spgq ãÑ DiffωpTeG, 0q koje se proširuje do izo-
morfizma J8pg, 0q7Spgq “ DiffωpTeG, 0q. Povlacˇenje pψ´1q˚ : J8pG, eq Ñ J8pg, 0q – Sˆpg˚q
je izomorfizam algebri koji naravno zavisi od (8-mlaza) karte ψ. Vektorska polja oko 0 P g
prenašamo potiskom ψ˚ na vektorska polja oko e P G. Te dva izomorfizma se proširuju na
izomorfizam algebri formalnih diferencijalnih operatora, takod¯er oznacˇen s ψ˚,
Sˆpg˚q7Spgq “ J8pg, 0q7Spgq “ DiffωpTeG, 0q ψ˚ÝÑ DiffωpG, eq “ J8pG, eq7UpgRq.
Da bi se dobile konkretne formule, invarijantna vektorska polja iz UpgRq se raspišu kao J8-
linearne kombinacije od ψ˚peiq gdje su e1, . . . , en elementi baze od TeG. Svaki element h P TeG
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može se zapisati u obliku h “ ři hiei P g. Neka su w1, . . . , wn koordinate na ψpUq dane s
wipψphqq “ hi P R, za i “ 1, . . . , n. Ako identificiramo tangentni prostor Thg – g, tada for-
mula h ÞÑ ei za sve h P U definira vektorsko polje e˜i P ΓUTg. Potiscima dobivamo bazu desno
invarijantnih vektorskih polja Y ψj : ψphq ÞÑ Rψphq˚pe˜jq P ΓT pψpUqq, bazu lijevo invarijantnih
vektorskih polja Xψj : ψphq ÞÑ Lψphq˚pe˜jq i bazu ψ˚pe˜jq, j “ 1, . . . , n i vrijedi pXψj qe “ pY ψj qe.
Odgovarajuc´i operatori koji djeluju na desno su pXψj qop, pY ψj qop, a operatori Bi :“ pwiqop gene-
riraju pJ8pG, eqqop. U cˇlanku [MSS] izvedene su konkretne formule za invarijantna vektorska
polja Y ψj “ Rψphq˚pe˜jq raspisana preko polja ψ˚pe˜iq za slucˇaj kad je ψ eksponencijalno preslika-
vanje. To je dalo konkretne formule za realizaciju DiffωpG, eq izomorfizmom s upotpunjenom
Weylovom algebrom Sˆpg˚q7Spgq. Mada ga je geometrijski pogrešno promatrati kao identifika-
ciju, apstraktno algebarski imamo izomorfizam
κ : UpgLq –ÝÑ UpgRqop,
koji proširuje apstraktni izomorfizam gL – pgRqop, Xj ÞÑ pYjqop, što je u realizaciji Xψj ÞÑ
pY ψj qop. U svakom slucˇaju, kako pY ψi qop i Bj , i, j “ 1, . . . , n generiraju UpgRqop7pJ8pG, eqqop
koristec´i κ´1 zakljucˇujemo da Xi i Bj generiraju UpgLq7pJ8pG, eqqop. Ta slika korištena je
u [MSS], a varijanta i u geometrijskom dijelu cˇlanka [Durov].
9.6.15. Pojam upotpunjenog Hopfovog algebroida iz [MSS] je konzistentan ali ad hoc i nije
unutrašnji Hopfov algebroid u nekoj kategoriji. Na te probleme smo se konkretnije osvrnuli u
uvodu, u pododjeljku 1.1.4.
9.6.8 Hopfova algebra OminpGq funkcija na G
Neka je G Liejeva grupa.
9.6.16. (Matrica O i Hopfova algebra OminpGq.) Ovdje c´emo dati kratki pregled rezultata, a
nakon toga detaljno razraditi. Pokazat c´emo da podalgebra od C8pGq generirana komponen-
tama matrice Ad: G Ñ AutpgLq Ď GLpgLq – GLnpRq zajedno s komponentama matrice
Ad´1 : G Ñ AutpgLq Ď GLpgLq – GLnpRq ima strukturu Hopfove R-algebre (dualnu struk-
turi grupe G). Oznacˇimo tu Hopfovu algebru s OminpGq.
Hopfova algebra OminpGq ima svojstva analogna svojstvima za UpgLqmin: generirana je
kao asocijativna unitalna algebra komponentama matrica O “ Ad i O “ Ad´1, tOji , O¯ji |
i, j “ 1, . . . , nu, komutativna je, ÿ
j
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pOji q “ δji “ pO¯ji q
SpOji q “ O¯ji , SpO¯ji q “ Oji
i vrijedi






Sparivanje UpgLq b OminpGq Ñ R je Hopfovo sparivanje po prethodnom pododjeljku.
Dakle, imamo morfizam Hopfovih algebri po tom sparivanju:
OminpGq Ñ UpgLq˚.
Iz toga lako slijedi da je slika po tom preslikavanju UpgLqmin Ď UpgLq˚. Naime, sparivanje
UpgLq b UpgLqmin Ñ k je nedegenerirano u drugoj varijabli, pa se zbog xXk,Oji y “ Cjki “
xXk,U ji y, te ∆pOji q “
ř
kOjk bOki i ∆pU ji q “
ř
k U jk b Uki lako vidi da se Oji preslikava u U ji
(jer se nužno sa svim elementima od UpgLq jednako sparuje kao U ji ), i analogno za drugi skup
generatora. Imamo dakle sljedec´e morfizme Hopfovih algebri:
OminpGq UpgLqmin Ď UpgLq˝ Ď UpgLq˚.
U nekim slucˇajevima je sparivanje UpgLq bOminpGq Ñ R nedegenerirano u drugoj varija-
bli, to jest vrijedi OminpGq – UpgLqmin. Možda je uvijek, ali to nismo dokazivali.
Vrijedit c´e da je UpgLq nad OminpGq Yetter-Drinfeldova modulna algebra (uz sparivanjem





a to c´e biti upravo zapis odgovarajuc´eg desno invarijantnog vektorskog polja Yi, takvog da
je pXiqe “ pYiqe, kao diferencijalni operator pomoc´u lijevo invarijantnih vektorskih polja i
funkcija na G.
9.6.17. Definicije i dokazi. (Hopfova algebra OminpGq.) Neka je
Opgq :“ pAdgqg “ pLg˚ ˝Rg´1˚qg : TgGÑ TgG
Opgq P GLpTgGq
Y1, . . . , Yn baza za Liejevu algebru gR desno invarijantnih vektorskih polja, X1, . . . , Xn baza
za Liejevu algebru gL lijevo invarijantnih vektorskih polja takve da pYiqe “ pXiqe, @i. U bazi
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ovdje je j dakle indeks retka, a i indeks stupca. Vrijedi
pAdgqgppYiqgq “ pLg˚qeppRg´1˚qgppYiqgqq “ pLg˚qepYiqe “ pLg˚qepXiqe “ pXiqg
Dakle,





pAdgqeppYiqeq “ pAdgqeppXiqeq “ pLg˚ ˝Rg´1˚qeppXiqeq “ pRg´1˚ ˝ Lg˚qeppXiqeq “












Oji pgq “ rpAdgqesji ,
gdje je lijeva matrica u bazi pY1qg, . . . , pYnqg od TgG, a desna matrica u bazi pY1qe, . . . , pYnqe
od TeG.







Dokazat c´emo da postoji Hopfova algebra, podalgebra odC8pGq, cˇija je struktura koalgebre
dualna strukturi grupe G i koja sadrži funkcije Oji .
Pretpostavimo da postoji takva Hopfova algebra.





a za kojedinicu odred¯enu jedinicom na G:
pOji q “ Oji peq “ δji .
Ako oznacˇimo s O¯pgq linearni operator inverzan Opgq, onda je
O¯ji pgq “ rpAdg´1qesji “ Oji pg´1q
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dakle u toj Hopfovoj algebri bilo bi
SpOji q “ O¯ji , SpO¯ji q “ Oji





pO¯ji q “ O¯ji peq “ δji .
Iz svega pokazanog, jasno je da podalgebra od C8pGq generirana funkcijama Oji , O¯ji Hop-
fova algebra nekih funkcija na grupi G, oznacˇimo je s OminpGq.
Nadalje, po primjeru 9.6.7 sparivanje UpgLq b C8pGq Ñ R restringira se na Hopfovo
sparivanje UpgLq bOminpGq Ñ R, pa imamo morfizam Hopfovih algebri
OminpGq Ñ UpgLq˚
Dokažimo da vrijedi
















Imamo još jedno sparivanje UpgRq b OminpGq Ñ R koje je Hopfovo ako uzmemo na
OminpGq suprotan koprodukt, dakle imamo morfizam Hopfovih algebri
OminpGqco Ñ UpgRq˚.
Ta dva sparivanja su u sljedec´em odnosu. Vrijedi
xXi, fy “ pXiqef “ pYiqef “ xYi, fy
xXi1 ¨ ¨ ¨Xik , fy “ xYik ¨ ¨ ¨Yi1 , fy
a potonje se može dokazati tako da se iz definicije deriviranja funkcije vektorskim poljem po-
kaže da lijevo invarijantna vektorska polja komutiraju s desno invarijantnim vektorskim poljima
i koristi racˇun
xXiX, fy “ xXi, DXfy “ xYi, DXfy “ xYiX, fy “ xXYi, fy
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gdje su oba sparivanja sada proširena do sparivanja DiffpGq b C8pGq Ñ R.
Buduc´i da su komponente matrice O komponente reprezentacije, sve se lijeve translacije
funkcije Oji mogu zapisati kao linearna kombinacija funkcija Ojk. Slijedi da je Oji P ReppGq Ď
C8pG,Cq za kompaktnu Liejevu grupu G, a znamo da je ReppGq Hopfova algebra. Takod¯er,
zbog O “ Ad, za Liejevu grupu G je O, O¯ P MnpC8pGqq, a za linearnu algebarsku grupu G,
O, O¯ PMnpOpGqq.
Ako OminpGq7UpgLq gledamo kao podalgebru algebre diferencijalnih operatora, vidimo da
je to najmanja podalgebra algebre DiffpGq koja sadrži i lijevo invarijantne i desno invarijantne





Ta formula definira izomorfizam s algebrom OminpGqco7UpgRq cˇiji su elementi isti diferenci-
jalni operatori, samo zapisani na drugacˇiji nacˇin, pomoc´u desno invarijantnih diferencijalnih
operatora.
Mogli bismo još definirati i poludirektne produkte UpgLq7OminpGqco i UpgRq7OminpGq u
skladu s time da imaju podalgebreOminpGq, te UpgLq odnosno UpgRq, i da množenje odgovara
kompoziciji diferencijalnih operatora. Za opc´enitu Hopfovu algebru funkcija na grupi koja
sadrži OminpGq imamo dakle izomorfne algebre:
H7UpgLq – UpgRq7H – Hco7UpgRq – UpgLq7Hco
koje su sve razlicˇiti zapisi iste algebre diferencijalnih operatora.
Zamijetimo još da je po morfizmima Hopfovih algebri
H Ñ UpgLq˚, H Ñ pUpgRq˚qco
slika od OminpGq upravo UpgLqmin i pUpgRqminqco. Pritom se komponente matrica O, O¯ pres-
likaju redom u odgovarajuc´e komponente matrica U , U¯ u UpgLqmin. To se lako pokaže koristec´i
nedegeneriranost sparivanja UpgLq b UpgLq˚ Ñ R, cˇinjenice da se svaki Oji sparuje s gene-
ratorima od UpgLq jednako kao odgovarajuc´i U ji , te da Oji i U ji imaju odgovarajuc´e jednako
definirane koprodukte.
Može se dokazati da je UpgLq nad OminpGq desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna alge-
bra (uz sparivanjem inducirano djelovanje) i kodjelovanje definirano baš sa




Dokaz koristi svojstva te grupe koja ima i grupa OpAutpgqq koja se surjektivno morfizmom
Hopfovih algebri preslika na OminpGq, kao što c´emo vidjeti u sljedec´em primjeru, pa c´emo ga
provesti za grupu OpAutpgqq u propoziciji 9.6.20 iz cˇega c´e slijediti tvrdnja za OminpGq po
korolaru 9.6.21.
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9.6.9 Hopfova algebra OpAutpgqq
9.6.18. (Hopfova algebra OpAutpgqq.) Neka je g konacˇno-dimenzionalna Liejeva algebra nad
poljem k. SaOpAutpgqq oznacˇili smo algebru regularnih funkcija na algebarskoj grupi Autpgq.
Uz izbor baze X1, . . . , Xn Liejeve algebre g dobivamo izomorfizam GLpgq – GLpn, kq.
Autpgq ãÑ GLpgq – GLpn, kq ãÑMnpkq
Ti morfizmi algebarskih grupa induciraju sljedec´i niz morfizama Hopfovih algebri:
OpAutpgqq Ð OpGLpgqq – OpGLpn, kqq.
Algebra OpGLpn, kqq regularnih funkcija na algebarskoj grupi GLpn, kq generirana je funkci-
jama U ji , U¯
j
i , i, j P t1, . . . , nu definiranim sa











Slijedi da Hopfova algebra OpAutpgqq ima sljedec´a svojstva: ona je kvocijent slobodne komu-
tativne algebre generirane s Gji , G¯ji , i, j “ 1, . . . , n (koje su slika odgovarajuc´ih gore navedenih




















pGji q “ δji “ pG¯ji q
SpGji q “ G¯ji , SpG¯ji q “ Gji
Dalje, lako se vidi da postoji morfizam Hopfovih algebri OpAutpgqq Ñ Upgqmin dan na gene-
ratorima sa Gji ÞÑ U ji , G¯ji ÞÑ U¯ ji , cˇime dobivamo niz morfizama Hopfovih algebri
Upgqmin Ð OpAutpgqq Ð OpGLpgqq – OpGLpn, kqq.
Sada se lako vidi da taj morfizam Hopfovih algebri inducira sparivanje
Upgq bOpAutpgqq Ñ Upgq b Upgqmin Ñ k
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i da je ono Hopfovo sparivanje. Za to sparivanje vrijedi
xXk,Gji y “ Cjki.
Sparivanje nije nedegenerirano, pa ne možemo koristiti teoreme koje imamo, ali može se
dokazati da je Upgq nad OpAutpgqq pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna al-





Pritom se cˇinjenica da je sparivanje dobro definirano ako se zada na generatorima i sva ostala
potrebna svojstva mogu dokazati koristec´i samo gore navedena svojstva od OpAutpgqq, bez
korištenja morfizma OpAutpgqq Ñ Upgqmin, kako c´emo vidjeti u dokazu sljedec´e propozicije.
9.6.19. (Veza OpAutpgqq i OminpGq.) Kad bi bilo k “ R ili C i kad bi postojala algebarska
grupa G cˇija je Liejeva algebra g, imali bismo niz regularnih homomorfizama grupa
G Autpgq GLpgq GLpn, kqAd –
koji bi definirao niz sljedec´ih morfizama Hopfovih algebri regularnih funkcija.
OpGq OpAutpgqq OpGLpgqq OpGLpn, kqq–
Slika funkcija U ji , U¯
j
i P OpGLpn, kqq – OpGLpgqq po tim preslikavanjima bila bi Gji , G¯ji P
OpAutpgqq i zatim Oji , O¯ji P OminpGq Ď OpGq iz primjera 9.6.17 i 9.6.5. U pododjeljku 9.6.7
definirano je sparivanje x , y : UpgLq b C8pGq Ñ k. Ovdje promotrimo njegovu restrikciju
x , y : UpgLq bOpGq Ñ k.
Pomoc´u tog sparivanja i pridruživanja OpGq Ð OpAutpgqq mogli bismo definirati sparivanje
x , y1 : UpgLq bOpAutpgqq Ñ k
xX, fy1 :“ xX, f ˝ Ady.
Ovo sparivanje jednako je gore definiranom sparivanju.
Propozicija 9.6.20. Neka je g konacˇno-dimenzionalna Liejeva algebra, sa strukturnim kons-




CkijXk, i, j “ 1, . . . , n
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Neka je Hopfova algebra H kvocijent slobodne komutativne asocijativne unitalne algebre ge-





CnijGkn, i, j, k “ 1, . . . , n
ÿ
j
Gkj G¯ji “ δki “
ÿ
j
G¯kj Gji , i, k “ 1, . . . , n




Gjk b Gki , ∆pG¯ji q “
ÿ
k
G¯ki b G¯jk, i, j “ 1, . . . , n
pGji q “ δji “ pG¯ji q, i, j “ 1, . . . , n
SpGji q “ G¯ji , SpG¯ji q “ Gji , i, j “ 1, . . . , n
to jest H – OpAutpgqq. Tada je dobro definirano Hopfovo sparivanje Upgq bH Ñ k dano na
generatorima sa
xXk,Gji y “ Cjki, i, j, k “ 1, . . . , n
i Upgq je nad H desno-lijeva pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz
sparivanjem inducirano djelovanje i kodjelovanje koje je linearno unitalno antimultiplikativno




G¯ji 7Xj, i “ 1, . . . , n.
Dokaz. Dokazujemo najprije da je sparivanje dobro definirano. (i) Za pocˇetak, dobro je defini-
rano sparivanje g i slobodne asocijativne unitalne algebre generirane s Gji , G¯ji , i, j “ 1, . . . , n
koje je na generatorima dano formulama
xXk,Gji y “ Cjki, xXk, G¯ji y “ ´Cjki i, j, k “ 1, . . . , n
xXk, 1Hy “ 0
i prošireno po formuli
xXk, G˜j1i1 ¨ ¨ ¨ G˜jmim y “
ÿ
l
δj1i1 ¨ ¨ ¨ δjl´1il´1 xXk, G˜jlil yδjl`1il`1 ¨ ¨ ¨ δjmim
gdje G˜ji oznacˇuje Gji ili G¯ji . Buduc´i da rezultat sparivanja ne ovisi o redoslijedu generatora u H ,
to je tim formulama takod¯er dobro definirano sparivanje g i slobodne asocijativne komutativne
unitalne algebre s navedenim generatorima. Da bismo dokazali da je istim formulama dobro




GliGmj Cklmy “ xXp,
ÿ
l,m
CnijGkny, i, j, k, p “ 1, . . . , n
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Gkj G¯ji y “ xXp, δki y “ xXp,
ÿ
j
G¯kj Gji y, i, k, p “ 1, . . . , n










što izlazi iz Jacobijevog identiteta za Xp, Xi, Xj , a druga tvrdnja je
xXp,Gki y ` xXp, G¯ki y “ 0.
Iz definicije samog sparivanja sa monomima i 1H lako se vidi da za svaka dva elementa f ,
g P H i svaki X P g vrijedi
xX, fgy “ xX, fypgq ` pfqxX, gy.
(ii) Dalje, dobro je definirano proširenje sparivanja g b H Ñ k do sparivanja T pgq b H Ñ k
formulom
xXi1 b ¨ ¨ ¨ bXim , fy “
ÿ
xXi1 , fp1qy ¨ ¨ ¨ xXim , fpmqy.
Da bismo dokazali da to sparivanje inducira dobro definirano sparivanje na kvocijentu Upgq
tenzorske algebre, dovoljno je dokazati da je
xrXi, Xjs, fy “ xXiXj ´XjXi, fy
za sve generatore Xi, Xj P g i sve f P H . Tu tvrdnju dokazujemo matematicˇkom indukcijom.
Za bazu indukcije trebamo dokazati
xrXi, Xjs,Glky “ xXi bXj ´Xj bXi,Glky
xrXi, Xjs, G¯lky “ xXi bXj ´Xj bXi, G¯lky















što izlazi iz Jacobijevog svojstva od g.
Za korak indukcije koristimo jednakost
xX, fgy “ xX, fypgq ` pfqxX, gy
koja vrijedi za svaka dva elementa f , g P H i svaki X P g. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
f P H . Racˇunamo
xXi bXj,Glkfy “
ÿÿ
xXi, pGlkqp1qfp1qyxXj, pGlkqp2qfp2qy “
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xXi,Glpypfp1qq ` δlpxXi, fp1qy
¯´
xXj,Gpkypfp2qq ` δpkxXj, fp2qy
¯






xXi bXj,Glkypfp1qqpfp2qq ` xXi,GlkyxXj, fy ` xXj,GlkyxXi, fy ` δlk
ÿ
xXi bXj, fy
i analogno za xXj b Xi,Glkfy. Pri oduzimanju se dva sumanda u sredini pokrate i vrijediř
pfp1qqpfp2qq “ ř pfp1qqpSfp2qq “ pfq pa je dakle
xXi bXj ´Xj bXi,Glkfy
jednako ÿ
xXi bXj ´Xj bXi,Glkypfq ` δlk
ÿ
xXi bXj ´Xj bXi, fy
što je po bazi indukcije i pretpostavci indukcije jednako
xrXi, Xjs,Glkypfq ` δlk
ÿ
xrXi, Xjs, fy.
To je pak po definiciji sparivanja gbH Ñ k jednako traženom
xrXi, Xjs,Glkfy.
Analogno se dokaže ista tvrdnja za generatore G¯lk. Zamijetimo da bismo na isti nacˇin mogli
dokazati da je tim formulama dobro definirano sparivanje Upgq bOpGLpn, kqq Ñ k.
Tim sparivanjem je dobro definirano desno Hopfovo djelovanje, ono definira poludirektni
produkt i na generatorima je jednako
Xk đ Gji “ xXk,Gji y ` δjiXk “ δjiXk ` Cjki.
Xk đ G¯ji “ xXk, G¯ji y ` δjiXk “ δjiXk ´ Cjki.
(i)’, (ii)’ Puno jednostavniji nacˇin bio bi sljedec´i. Definiramo preslikavanje Upgqmin Ð
OpAutpgqq koje preslikava generatore Gji u U ji i G¯ji u U¯ ji . Ono je ocˇito dobro definirano i lako
se vidi da je morfizam Hopfovih algebri. Zatim se traženo sparivanje definira kao kompozicija
x , y : Upgq bOpAutpgqq Ñ Upgq b Upgqmin x,yÑ k.
Analogno se naravno može definirati sparivanje UpgqbOpGLpn, kqq Ñ k. Iz toga ocˇito slijedi
da je sparivanjem inducirano desno djelovanje takod¯er kompozicija
đ : Upgq bOpAutpgqq Ñ Upgq b Upgqmin đÑ Upgq
282
9.6. PRIMJERI S UNIVERZALNOM OMOTACˇKOM ALGEBROM Upgq
te da je inducirano preslikavanje OpAutpgqq7Upgq Ñ Upgqmin7Upgq morfizam algebri. Ocˇito
je takod¯er da je desno Hopfovo djelovanje definirano sparivanjem takod¯er kompozicija
đ : Upgq bOpAutpgqq7Upgq Ñ Upgq b Upgqmin7Upgq đÑ k.
Iz formula je vidljivo da je Upgqmin-kodjelovanje ρUpgqmin kompozicija
ρUpgqmin : Upgq ρÑ OpAutpgqq7Upgq Ñ Upgqmin7Upgq.




















G¯kj G¯pi C lkp7Xl











CnijG¯kn, i, j, k “ 1, . . . , n





CnijGkn, i, j, k “ 1, . . . , n.
Zamijetimo još da ocˇito vrijedi ρpXY q “ ρpY qρpXq za sve X , Y P Upgq.
(iv) Dokažimo pletenicˇastu komutativnost:














pX đ G¯mi qpY đ G¯jmqXj “
ÿ
j,m
pX đ G¯mi qXmY “ XiXY
X đ ρpY Zq “ pX đ ρpZqq đ ρpY q “ pZXq đ ρpY q “ Y ZX
(iv)’ Jednostavniji nacˇin bio bi koristiti preslikavanja definirana u (i)’, (ii)’. Naime,
Y đ ρpXq “ Y đ ρUpgqminpXq “ XY.
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(v) Dokažimo da je ρ kodjelovanje. Za pocˇetak dokažimo da ako tvrdnja vrijedi za X ,
Y P Upgq, vrijedi i za XY P Upgq. Koristimo svojstva: ρ je antihomomorfizam algebri, đ je
Hopfovo djelovanje, vrijedi pletenicˇasta komutativnost kao u (iv), kompatibilnost koprodukta i
produkta u H . Imamo
ρpY Xq “ ρpXqρpY q “
ÿ





Xr´1sYr´1s7pXr0s đ Yr0sr´1sqYr0sr0s “
ÿ
Xr´1sYr´1s7Yr0sXr0s
iz cˇega slijedi, jer X i Y imaju traženo svojstvo,
ppidb ρq ˝ ρqpXY q “
ÿ
Xr´1sYr´1s b ρpYr0sXr0sq “
“
ÿ
Xr´1sYr´1s bXr0sr´1sYr0sr´1s b Yr0sr0sXr0sr0s “
“
ÿ
Xr´1sp1qYr´1sp1q bXr´1sp2qYr´1sp2q b Yr0sXr0s “
“
ÿ
pXr´1sYr´1sqp1q b pXr´1sYr´1sqp2q b Yr0sXr0s
te, s druge strane,





pXr´1sYr´1sqp1q b pXr´1sYr´1sqp2q b Yr0sXr0s.
Sada vidimo da je dovoljno tvrdnju provjeriti na generatorima, a to je trivijalno:ÿ
k,j




(iv) Dokazujemo Yetter-Drinfeldovo svojstvo:ÿ
fp2q ¨ pX đ ρpfp1qqq “ ρpX đ fq.
Dovoljno je dokazati svojstvo za generatore Xk, 1Upgq P g i Gji , G¯ji , 1H P H zbog cˇinjenice
da je đ Hopfovo djelovanje, cˇinjenice da je ρ antihomomorfizam algebri i cˇinjenice da se u H
koprodukt slaže s produktom. Naime, ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za X , Y P Upgq,
onda vrijedi i za XY :ÿ
fp2qρppXY q đ fp1qq “
ÿ
fp3qρppX đ fp1qqpY đ fp2qqq “
ÿ
fp3qρpY đ fp2qqρpX đ fp1qq “
“
ÿ
ρpY q ¨ fp2qρpX đ fp1qq “ ρpY qρpXq ¨ f “ ρpXY q ¨ f.
i ako pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za f , g P H , onda vrijedi i za fg P Hÿ
pfgqp2qρpX đ pfgqp1qq “
ÿÿ
fp2qgp2qρpX đ pfp1qgp1qqq “
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“
ÿÿ
fp2qgp2qρppX đ fp1qq đ gp1qq “
ÿÿ
fp2qρppX đ fp1qqg “ ρpXqfg.
Dokažimo sada tvrdnju za generatore:ÿ
l
GliρpXk đ Gjl q “
ÿ
l




ρpXk đ Gji q “
ÿ
l
G¯lk7Xl ¨ Gji “
ÿ
l,p
G¯lkGjp7pXl đ Gpi q “
ÿ
l,p























Analogno se tvrdnja dokaže za generatore G¯ji .
Korolar 9.6.21. Neka je G Liejeva grupa i neka su X1, . . . , Xn odabrani generatori Liejeve




CkijXk, i, j “ 1, . . . , n
Neka su Oji pgq te O¯ji pgq komponente matrica od Adg te Adg´1 zapisanih u bazi X1, . . . , Xn.
Neka je OminpGq najmanja podalgebra od C8pGq koja sadrži funkcije Oji i O¯ji . Tada je UpgLq
nad OminpGq desno-lijeva pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz
sparivanjem inducirano djelovanje i kodjelovanje koje je linearno unitalno antimultiplikativno




O¯ji 7Xj, i “ 1, . . . , n.
Nadalje, ρpXiq je desno invarijantno vektorsko polje Yi P gR takvo da je pYiqe “ pXiqe, za-
pisano u algebri diferencijalnih operatora OminpGq7UpgLq Ď DiffpGq pomoc´u lijevo invari-
jantnih vektorskih polja i funkcija na G. To cˇini OminpGq7UpgLq najmanjom podalgebrom od
DiffpGq takvom da sadrži i gL i gR.
Na kraju sljedec´eg poglavlja iz ovoga c´e slijediti da je OminpGq7UpgLq Hopfov algebroid
nad UpgLq i UpgRq.
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9.6.10 Veza Hopfovih algebri Upgqmin, OminpGq i OpAutpgqq
9.6.22. Neka je G realna linearna algebarska grupa. Tada je G Liejeva grupa, jer je svaka
Zariski zatvorena podgrupa od GLpn,Rq ujedno zatvorena podgrupa, a svaka zatvorena pod-
grupa Liejeve grupe je Liejeva grupa. Vrijedi OpGq Ď C8pG,Rq. Postoje morfizmi linearnoh
algebarskih (Liejevih) grupa
G Autpgq GLpgq GLpn,Rq
G{ZGpG0q
Ad –
gdje je ZGpG0q centralizator u G komponente povezanosti jedinice G0. Poznato je da vrijedi
ZGpG0q “ Ker Ad, što opravdava kvocijentno preslikavanje G Ñ G{ZGpG0q i komutativan
trokut u dijagramu. Ti homomorfizmi grupa induciraju homomorfizme Hopfovih algebri
OpGq OpAutpgqq OpGLpgqq OpGLpn,Rqq
OpG{ZGpG0qq
–
Po konstrukciji OminpGq ona je slika od OpAutpgqq po gornjem preslikavanju OpAutpGqq Ñ
OpGq. Slijedi OminpGq – OpG{ZGpG0qq. Buduc´i da imamo sparivanje imamo dalje:
UpgLq˚ OpGq OpAutpgqq OpGLpgqq OpGLpn,Rqq
UpgLqmin OminpGq
–
jer slika od OminpGq Ď OpGq je UpgLqmin Ď UpgLq˚. Dakle, imamo niz surjektivnih morfi-
zama Hopfovih algebri
UpgLqmin OminpGq OpAutpgqq OpGLpgqq OpGLpn,Rqq–
pri kojem se generatori preslikavaju u generatore:
U ji Oji Gji U ji U ji
Desni slucˇaj se dobiva ovako:
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Upgq je dakle desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nadUpgqmin, Upgq˚,OpAutpgqq,
Upgq˝ cˇim je g konacˇno-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem k, te uz to nadOminpGq cˇim
je G Liejeva grupa ili algebarska grupa.
9.6.11 Hopfova algebra ReppGq
Neka je G kompaktna Liejeva grupa. Hopfova algebra ReppGq definirana je u primjeru 6.1.17.
9.6.23. Vrijedi ReppGq Ď C8pG,Cq. Proširimo li sparivanje UpgLq i C8pG,Rq definirano u
odjeljku 9.6.7 najprije C-linearno na kompleksne funkcije u drugom faktoru i onda restringi-
ramo na ReppGq, dobit c´emo bilinearno preslikavanje
UpgLq bR ReppGq Ñ C,
R-vektorskih prostora. Ono je nedegenerirano u drugoj varijabli ako je G povezana grupa
[Timmermann], str. 33. Možemo ga gledati i kao sparivanje
UpgLqC bC ReppGq Ñ C,
gdje je UpgLqC :“ UpgLq bR C. To sparivanje je tada Hopfovo sparivanje Hopfovih C- algebri
i nedegenerirano je u drugoj varijabli ako je G povezana. Vrijedi
UpgLq˚C “ HomCpUpgLqC,Cq – HomRpUpgLq,Rq b C “ UpgLq˚ b C.
Iz sparivanja dobivamo morfizam Hopfovih algebri ReppGq Ñ UpgLqC˚, a ako je G k tome
povezana, onda je taj morfizam Hopfovih algebri injekcija
ReppGq ãÑ UpgLq˚C.
9.6.24. Buduc´i da je matrica O “ Ad P MnpC8pG,Rqq definirana u 9.6.17 reprezentacija, to
su komponenteOji , O¯ji reprezentativne funkcije, pa slijediOminpGq Ď ReppGq i time dobivamo
morfizme Hopfovih C-algebri
OminpGq b C Ď ReppGq Ñ UpgLq˚C.
Slika od OminpGq po toj inkluziji je UpgLqmin Ď UpgLq˚ Ď UpgLqC˚, pa za G kompaktnu
povezanu Liejevu grupu zbog prethodnog imamo
OminpGq – UpgLqmin.
Takod¯er vrijedi
LupUpgLq b Cq Ď OminpGq7UpgLq b C Ď ReppGq7UpgLqC
i ReppGq ãÑ UpgLqC˚ pa lako slijedi sljedec´a propozicija.
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Propozicija 9.6.25. Neka je G kompaktna povezana Liejeva grupa. Tada je UpgLqC nad
ReppGq pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra uz spari-
vanjem inducirano djelovanje na jedinstven nacˇin. Jedinstveno kodjelovanje je dano kompozi-
cijom
UpgLqC “ UpgLq b CÑ OminpGq7UpgLq b CÑ ReppGq7UpgLqC
gdje su OminpGq i kodjelovanje Upgq Ñ OminpGq7Upgq definirani u 9.6.17. Takod¯er, tada
vrijedi
OminpGq – UpgLqmin
za Hopfovu algebru UpgLqmin definiranu u 9.6.5.
Dokaz. Posljedica teorema 9.5.22 i prethodnih razmatranja.
Imamo takod¯er sljedec´i komutativni dijagram za kompaktnu povezanu Liejevu grupu G.
OpAutpgqq b C
OminpGq b C ReppGq UpgqC˝ UpgqC˚
9.6.12 Primjeri Hopfovih algebroida nadUpgq koji su skalarna proširenja
Sljedec´i dijagram prikazuje med¯usobni odnos raznih poludirektnih produkata Upgq sa Yetter-
Drinfeldovim modulnim algebrama u indproVect koji su inducirani sparivanjem. Opc´e for-





Dakle, dobili smo opis strukture unutarnjeg Hopfovog algebroida na sljedec´im algebrama u
indproVect:
(i) Heisenbergovo udvojenje Upgq˚7Upgq koji možemo interpretirati kao algebru formalnih
differencijalnih operatora DiffωpG, eq – J8pG, eq7UpgLq
288
9.6. PRIMJERI S UNIVERZALNOM OMOTACˇKOM ALGEBROM Upgq
(ii) Minimalno skalarno proširenje Upgqmin7Upgq Ď Upgq˚7Upgq
(iii) Heisenbergovo udvojenje s reduciranim dualom Upgq˝7Upgq
(iv) Minimalni Hopfov algebroid OminpGq7Upgq Ď DiffpGq za G Liejevu ili algebarsku
grupu
(v) OpAutpgqq7Upgq
te sljedec´eg unutarnjeg Hopfovog algebroida nad UpgqC
(vi) ReppGq7UpgqC za G povezanu kompaktnu Liejevu grupu
9.6.13 Formule za skalarna proširenja nad Upgq
Formule c´emo dati za sva skalarna proširenja H7UpgLq iz prethodnog odjeljka. Oni se mogu
kao algebra zapisati na sljedec´a cˇetiri nacˇina,
H7UpgLq – UpgRq7H – Hco7UpgRq – UpgLq7Hco,
za koje c´emo dati formule. U tablici c´emo konkretno zadati formule za H – UpgLq˚ koje se
primjenjuju na sve ostale primjere jednostavnom zamjenom, gdje je potrebno, generatora koji
su komponente matrice U sa onima matrice O ili G.
Neka je dakle
H – UpgLq˚, Hco – UpgRq˚.
Neka je koprodukt na H u apstraktnoj Sweedlerovoj notaciji
∆Hpfq “ fp1q b fp2q.
Dakle, koprodukt na Hco – UpgRq˚ ovdje je ∆Hcopfq “ fp2q b fp1q.
9.6.26. Oznacˇimo R :“ UpgqR i L :“ UpgLq. Neka je φ : UpgLq Ñ UpgRq antihomomorfi-
zam, dan na generatorima standardno sa Xi ÞÑ Yi. Dat c´emo formule za strukturna preslika-
vanja Hopfovih algebroida nad baznim algebrama L “ UpgLq i R “ UpgRq za sljedec´a dva
poludirektna produkta
UpgLq7UpgRq˚ – UpgRq˚7UpgRq.
One se modificiraju kako je gore navedeno na poludirektne produkte
UpgLq7Hco – Hco7UpgRq
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za bilo koju H med¯u UpgLqmin, UpgLq˝, OminpGq, J8pG, eq – UpgLq˚, OpAutpgqq.
UpgLq7Hco Hco7UpgRq
lijevi bialgebroid nad UpgLq lijevi bialgebroid nad UpgLq
αLpXiq “ Xi αLpXiq “ Xi “ řj U ji 7Yj
βLpXiq “ Yi ´řj Cjji “ řjpU¯ ji ¨Xj ´ Cjjiq βLpXiq “ řj Yj đ U¯ ji “ Yi ´řj Cjji
∆LpX7fq “ X7fp2q bL 17fp1q ∆Lpf7Y q “ fp2q71bL fp1q7Y
LpX7fq “ pfqX Lpf7Yiq “ f §Xi ´ pfqřj Cjji
desni bialgebroid nad UpgRq desni bialgebroid nad UpgRq
αRpYiq “ řj U¯ ji ¨Xj αRpYiq “ Yi
βRpYiq “ Xi βRpYiq “ Xi “ řj U ji 7Yj
∆RpX7fq “ X7fp2q bR 17fp1q ∆Rpf7Y q “ fp2q71bR fp1q7Y
RpXi7fq “ Yi đ f Rpf7Y q “ pfqY
antipod antipod
τpXi7fq “ SpfqYi τpf7Yiq “ pXi ´řj CjjiqSpfq
τ´1pYi7fq “ S´1pfqřjpU ji ¨ Yj ` Cjjiq τ´1pf7Yiq “ XiS´1pfq
Ovdje je φ “ R ˝ αL, φ´1 “ L ˝ βR, φ : LÑ R antiizomorfizam
9.6.27. S druge strane, neka je sada obratno L1 :“ UpgRq, R1 :“ UpgLq. Neka je ψ : UpgRq Ñ
UpgLq antiizomorfizam dan na generatorima sa Yi ÞÑ Xi, on je inverz prethodnog antiizomor-
fizma φ.
UpgRq7H H7UpgLq
lijevi bialgebroid nad L1 “ UpgRq lijevi bialgebroid nad L1 “ UpgRq
αL1pYiq “ Yi αL1pYiq “ Yi “ řj U¯ ji 7Xj
βL1pYiq “ Xi `řj Cjji “ řjpU ji ¨ Yj ` Cjjiq βL1pYiq “ řj Xj đ U ji “ Xi `řj Cjji
∆L1pY 7fq “ Y 7fp1q bL1 17fp2q ∆L1pf7Xq “ fp1q71bL1 fp2q7X
L1pY 7fq “ pfqY L1pf7Xiq “ f § Yi ` pfqřj Cjji
desni bialgebroid nad R1 “ UpgLq desni bialgebroid nad R1 “ UpgLq
αR1pXiq “ řj U ji ¨ Yj αR1pXiq “ Xi
βR1pXiq “ Yi βR1pXiq “ Yi “ řj U¯ ji 7Xj
∆R1pY 7fq “ Y 7fp1q bR1 17fp2q ∆R1pf7Xq “ fp1q71bR1 fp2q7X
R1pYi7fq “ Xi đ f R1pf7Xq “ pfqX
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τ 1pYi7fq “ SpfqXi τ 1pf7Xiq “ pYi ´řj CjjiqSpfq
pτ 1q´1pYi7fq “ S´1pfqřjpU ji ¨ Yj ` Cjjiq pτ 1q´1pf7Xiq “ YiS´1pfq
Ovdje je ψ “ R1 ˝ αL1 , ψ´1 “ L1 ˝ βR1 , ψ : L1 Ñ R1 antiizomorfizam
9.6.28. Dakle,
H7UpgLq – UpgRq7H – Hco7UpgRq – UpgLq7Hco
je lijevi bialgebroid nad UpgLq i desni nad UpgRq s formulama:
αLpXq “ X, αRpY q “ Y, βLpXiq “ Yi ´
ÿ
j
Cjji, βRpYiq “ Xi
te uz to Hopfov algebroid s antipodom
τpXiq “ Yi, τpfq “ Spfq
i lijevi bialgebroid nad UpgRq i desni nad UpgLq s formulama:






te uz to Hopfov algebroid s antipodom
τ 1pYiq “ Xi, τ 1pfq “ Spfq
Buduc´i da ovdje vrijedi Spfq “ S´1pfq, to je τ inverzan τ 1. Vrijedi α1L “ αR, αL “ α1R i
vrijedi da je R ˝ βL inverzan 1R ˝ β1L, te L ˝ βR inverzan 1L ˝ β1R.
9.7 Primjeri s filtriranom Hopfovom algebrom s bijektivnim
antipodom i konacˇno-dimenzionalnim adjungiranim or-
bitama
Za Hopfovu algebruR s bijektivnim antipodom koja je filtrirana konacˇno-dimenzionalnim kom-
ponentama i za koju vrijedi da je adRprq unutar potprostora konacˇne dimenzije za svaki r P R
po propoziciji 9.5.21 vrijedi da je (uz sparivanjem inducirano djelovanje) na jedinstven nacˇin
desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad kofiltriranom Hopfovom algebrom R˚ i
po propoziciji 9.5.22 svim njenim (kofiltriranim) Hopfovim podalgebrama H takvima da je
LupRq Ď H7R.
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9.8 Primjeri s filtriranom povezanom Hopfovom algebrom
9.8.1 Koradikalna filtracija
Definicije i propozicije iz ovog pododjeljka mogu se nac´i u [Radford].
Definicija 9.8.1. Stroga filtracija na k-koalgebri C je familija njenih potprostora tCnu8n“0 tak-





za sve n ě 0.
Primijetimo da su Cn potkoalgebre od C.
Definicija 9.8.2. Koradikal koalgebre je direktna suma njenih prostih potkoalgebri. Koalgebra
je prosta ako nema pravih potkoalgebri. Koalgebra je tocˇkovna (eng. pointed) ako je svaka
njena prosta potkoalgebra jednodimenzionalna. Koalgebra je ireducibilna ako svake njene dvije
netrivijalne potkoalgebre imaju netrivijalan presjek.
Propozicija 9.8.3. Koalgebra je ireducibilna ako i samo ako ima jedinstvenu prostu potkoalge-
bru.
Propozicija 9.8.4. Svaka potkoalgebra sadrži koradikal.
Dakle, koradikal je unutar komponente C0 kod strogo filtrirane koalgebre C.
Propozicija 9.8.5. Neka je C koalgebra i neka je C0 njen koradikal. Neka je
Cn :“ tc P C | ∆pcq P Cn´1 b C ` C b C0u .
Tada je tCnu8n“0 stroga filtracija na C. Zovemo je koradikalna filtracija.
Propozicija 9.8.6. Neka je R “ pR, µ, η,∆, , Sq tocˇkovna Hopfova algebra. (Može i sla-
biji zahtjev, da je koradikal Hopfova podalgebra.) Tada je uz koradikalnu filtraciju R strogo
filtrirana Hopfova algebra, tj. vrijedi:






Dokaz. Dokaz se može pronac´i u [Montgomery].
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9.8.2 Povezana koalgebra
Definicija 9.8.7. Strogo filtrirana k-koalgebra pC,∆, q je povezana ako je restrikcija kojedi-
nice na baznu komponentu, |C0 : C0 Ñ k, izomorfizam vektorskih prostora.
Neka je C povezana koalgebra i neka je ξ : k Ñ C0 inverz od |C0 . Tada svaki element
c P C možemo rastaviti kao c “ pc ´ ξppcqqq ` ξppcqq P Ker  ‘ C0. Za svaki rastav c “
pc´ c0q ` c0 P Ker ‘ C0 dobivamo ξppcqq “ ξppc´ c0qq ` ξppc0qq “ c0, dakle
C “ Ker ‘ C0.
Propozicija 9.8.8. Neka je pC,∆, q povezana strogo filtrirana k-koalgebra. Tada za svaki
n ě 0 i svaki p P Cn vrijedi
∆ppq ´ pb 1 P Cn´1 b Ker .
Dokaz. Kako je, po definiciji kojedinice, pidC b qp∆ppq ´ pb 1q “ 0, to je
∆ppq ´ pb 1 P KerpidC b q,
a ta je jezgra jednaka C bKer . Kako je C strogo filtrirana, vrijedi i




a to je podskup od
Cn b C0 ` Cn´1 b C0 ` Cn´1 bKer  “ Cn b C0 ` Cn´1 bKer .
Buduc´i da je C b Ker  X Cn b C0 “ t0u, element ∆ppq ´ p b 1 je u drugom sumandu
Cn´1 bKer .
9.8.9. Dakle, svaka tocˇkovna Hopfova k-algebra ima koradikalnu filtraciju i može se s obzirom
na nju promatrati kao strogo filtrirana Hopfova algebra, pa time i objekt u kategoriji indVect.
Dalje, ako je Hopfova k-algebra R povezana kao koalgebra, tj. |R0 : R0 – k, onda za nju po
prethodnoj propoziciji vrijede uvjeti p∆0q i p∆nq iz propozicije 9.3.8 i korolara 9.3.13. Dakle,
za povezanu Hopfovu algebru R i (moguc´e kofiltriranu) Hopfovu algebru H u Hopfovom spa-
rivanju koje je nedegenerirano u varijabli u H , dovoljno je provjeriti da li postoji ρ : RÑ H7R
takav da je r1 đ ρprq “ rr1 za svaki r P R da bi se odredilo je li R pletenicˇasto-komutativna
Yetter-Drinfeldova modulna algebra nad H (uz sparivanjem inducirano djelovanje đ).
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9.9 Primjeri s kvantnom grupom Uqpsl2q za q korijen iz jedi-
nice
9.9.1. Kvantizirana univerzalna omotacˇka algebra Uqpsl2q Liejeve algebre sl2, tj. kvantna grupa
Uqpsl2q, je kvocijent slobodne asocijativne algebre generirane sa K, K´1, E, F nad poljem
racionalnih funkcija kpqq u jednoj varijabli q po idealu generiranom sa
KK´1 ´ 1, K´1K ´ 1, KE ´ q2EK, KF ´ q´2FK,
rE,F s ´ K ´K
´1
q ´ q´1 .
Struktura Hopfove algebre na Uqpsl2q dana je na generatorima sa:
∆pKq “ K bK, ∆pEq “ E bK ` 1b E, ∆pF q “ F b 1`K´1 b F
pKq “ 1, pEq “ 0, pF q “ 0
SpKq “ K´1, SpEq “ ´EK´1, SpF q “ ´KF
Jedna baza vektorskog prostora Uqpsl2q je tEaF bKc | a, b P N0, c P Zu. Filtracija na Uqpsl2q
dana je po stupnju monoma i takva da su E, F stupnja 1, te K, K´1 stupnja 0. Ona je uz
tu filtraciju filtrirana Hopfova algebra u standardnom smislu, [JantzenQGr]. Ovdje smo uzeli
alternativnu definiciju kvantne grupe Uqpsl2q iz te knjige.
Dakle, ovdje je Uqpsl2q unutrašnja Hopfova algebra u indVect.
9.9.2. Ona zadovoljava svojstva (∆0) i (∆n) iz propozicije 9.3.13:
∆pEaF bKcq ´ EaF bKc bKa`c P Rn´1 bR
∆pKcq ´Kc bKc “ 0
Dokaz. Vrijedi
∆pEaF bKcq “ ∆pEqa∆pF qb∆pKqc “ pE bK ` 1b EqapF b 1`K´1 b F qbKc bKc
gdje je množenje na desnoj strani po komponentama. Buduc´i da 1bE i K´1bF ne doprinose
stupnju lijeve komponente tenzorskog produkta, vrijedi
∆pEaF bKcq ´ pE bKqapF b 1qbKc bKc P Rn´1 bR
to jest
∆pEaF bKcq ´ EaF bKc bKa`c P Rn´1 bR
Uz to, ona nema djelitelja nule (vidi [JantzenQGr]) pa Kc nije djelitelj nule, c P Z.
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Dakle, to je unutrašnja Hopfova algebra u indVect sa svojstvima (∆0) i (∆n) pa slijedi
sljedec´a propozicija.
Propozicija 9.9.3. Neka jeH unutrašnja Hopfova algebra u proVect koja je u Hopfovom spari-
vanju s unutrašnjom Hopfovom algebromUqpsl2q u indVect koje je nedegenerirano u varijabli u
H . Tada je Uqpsl2q nadH unutrašnja pletenicˇasto-komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova
modulna algebra u indproVect uz djelovanje inducirano sparivanjem ako i samo ako postoji
morfizam
ρ : Uqpsl2q Ñ H7Uqpsl2q
u indproVect sa svojstvom kao u iskazu teorema 9.3.10. Taj morfizam je tada odgovarajuc´e
kodjelovanje i jedinstven je.
Dokaz. Po korolaru 9.3.13 teorema 9.3.10.
9.9.4. Hopfovu kpqq-algebru Uqpsl2q možemo promatrati i kao Hopfovu algebru Uqpsl2qf koja
je jednaka Hopfovoj algebri Uqpsl2q, ali s drugacˇijom filtracijom: takvom da su stupnjevi od E,
F , K, K´1 svi jednaki 1. Tada je Uqpsl2qf filtrirana konacˇno-dimenzionalnim komponentama,
tj. unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin. Njen dual Uqpsl2qf˚ :“ pUqpsl2qf q˚ je unutraš-
nja Hopfova algebra u proVectFin, pa možemo promatrati kanonsko Hopfovo sparivanje u
indproVectFin
Uqpsl2qf b Uqpsl2q˚f “ Uqpsl2qf b˜Uqpsl2q˚f Ñ k,
Heisenbergovo udvojenje Uqpsl2qf˚ 7Uqpsl2qf i provjeriti je li LupUqpsl2qf q Ď Uqpsl2qf˚ 7Uqpsl2qf .
Pritom su naravno kao vektorski prostori Uqpsl2qf i Uqpsl2qf˚ jednaki Uqpsl2q i Uqpsl2q˚, samo
s drugacˇijom filtracijom i kofiltracijom. Zamijetimo da unutar kategorije indproVect uz gore
navedeno Hopfovo sparivanje, postoji kanonsko sparivanje
Uqpsl2q b˜Uqpsl2q˚ Ñ k,
te cˇak i sparivanje dobiveno kompozicijom
Uqpsl2qf b˜Uqpsl2q˚ ãÑ Uqpsl2q b˜Uqpsl2q˚ Ñ k,
ali ne postoji sparivanje Uqpsl2q i Uqpsl2qf˚ u toj kategoriji koje bi na obicˇnom tenzorskom pro-
duktu odgovaralo kanonskom sparivanju. Ipak, dual Uqpsl2qf˚ možemo koristiti da bismo ana-
lizirali sparivanje Uqpsl2q iz indVect i H iz proVect, kako je opisano u sljedec´em paragrafu.
Naravno, možemo ga koristiti na standardni nacˇin za analizu sparivanja Uqpsl2qf u indVectFin
i H u proVect.
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9.9.5. Da bismo mogli raditi s Luinom formulom kad je R :“ Uqpsl2q u indVect, promatrat
c´emo Hopfovu algebru P :“ Uqpsl2qf koja je Uqpsl2q, ali s filtracijom u indVectFin u ko-
joj su E, F , K, K´1 stupnja 1. Ona je zaista unutrašnja Hopfova algebra u indVectFin uz
ista strukturna preslikavanja jer je svako linearno preslikavanje med¯u objektima u indVectFin
automatski morfizam u indVectFin. (i) Vrijedi da je
idP,R :“ id : P Ñ R
morfizam u indVect, jer se svaka filtrirajuc´a komponenta Pabc od P preslika unutar neke filtrira-
juc´e komponente od R, ovdje unutar komponente Rab. Pritom smo s a, b, c oznacˇili eksponente
u monomima EaF bKc i sukladno tome oznacˇili filtrirajuc´e komponente od P i R sa Pabc i Rab.
(ii) Slijedi da je
pidP,Rq˚ : R˚ Ñ P ˚
morfizam u proVect, po dualnosti kategorija indVect i proVect. (iii) Iako se podudaraju kao
vektorski prostori, za razliku od R˚, P ˚ je dual unutrašnje Hopfove algebre u indVectFin i
zbog toga unutrašnja Hopfova algebra u proVectFin. (v) Pretpostavimo da je dano Hopfovo
sparivanje u indproVect
x , y : R b˜H Ñ k
te Hopfove algebre R u indVect i neke Hopfove algebre H u proVect koje je nedegenerirano u
drugoj varijabli. Iz (ii) slijedi da je kompozicija
x , y1 : P bH “ P b˜H ãÑ R b˜H Ñ k
morfizam u indproVect. Pritom je morfizam idP,R b˜ idH injekcija jer se obicˇni tenzorski pro-
dukt P b H ulaže u tenzorski produkt R b˜H . Buduc´i da su kao Hopfove algebre P i R
jednake, lako se vidi da je x , y1 takod¯er Hopfovo sparivanje nedegenerirano u drugoj varijabli.
Dakle, imamo sada Hopfovu algebru P u indVectFin i Hopfovu algebru H u proVect koje su u
Hopfovom sparivanju u indproVect koje je nedegenerirano u varijabli uH , pa možemo koristiti
kanonske elemente, Luinu formulu i Heisenbergovo udvojenje P ˚7P .
Slijedi ukratko niz zakljucˇaka o P i H koji su detaljnije dani u odjeljku 9.5.7. Neka je P
Hopfova algebra u indVectFin i H Hopfova algebra u proVect koje su u Hopfovom sparivanju
u indproVect koje je nedegenerirano u varijabli u H . Tada imamo injekciju
H ãÑ P ˚
koja je morfizam u proVect. Sparivanjem je inducirano standardno djelovanje P b˜H Ñ P ,
zatim poludirektni produkt H7P te djelovanje P b˜H7P Ñ P . Pokaže se da su djelovanja
kompozicije injekcija i odgovarajuc´ih djelovanja induciranih sparivanjem P b˜P ˚ Ñ k,
P b˜H ãÑ P b˜P ˚ Ñ P,
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P b˜H7P ãÑ P b˜P ˚7P Ñ P.
Promotrimo linearno preslikavanje
Lu: P Ñ P ˚ b˜
¯
P
dano Luinom formulom. (i) Standardna provjera je li dobro definirana korestrikcija
Lu1 : P Ñ P ˚7P
i je li ona morfizam u kategoriji indproVect sastoji se jednostavno u provjeri da li se svaka
komponenta Pabc preslikava unutar neke komponente P ˚ bPa1b1c1 . (ii) Zatim se provjeri da li je
slika od Lu unutar H7P Ď P ˚7P i, ako jest, onda automatski vrijedi da je korestrikcija
Lu2 : P Ñ H7P
morfizam u indproVect. Da bismo provjerili je li slika od Lu unutar H7P dovoljno je provjeriti
to na generatorima algebre P . Buduc´i da je, ako vrijedi LupP q Ď P ˚7P , slika svakog generatora
unutar P ˚ b˜P “ P ˚ b P , ona se može zapisati kao konacˇna suma jednostavnih tenzora cˇije
su druge komponente elementi filtrirane baze od P . Ako P ima konacˇno mnogo generatora
kao algebra, onda je dakle dovoljno provjeriti za konacˇno mnogo funkcionala nalaze li se u H .
Buduc´i da je takav zapis slike jedinstven, svi se ti funkcionali i moraju nalaziti u H , pa ako nije
svaki u H , onda H7P sigurno ne sadrži sliku od Lu. To je niz zakljucˇaka naveden u odjeljku
9.5.7 u kojem se koristi Luina formula za H7P gdje je P u indVectFin i H u proVect.
Sada niz zakljucˇaka iz prethodnog paragrafa možemo prilagoditi tako da iskoristimo Luinu
formulu i u slucˇaju saR u indVect iH u proVect. Ovdje za Lu: P Ñ P ˚ b˜
¯
P (i) provjeravamo
da li se svaka komponenta Rab “ Ťc Pabc preslikava unutar neke komponente P ˚ bˆRa1b1 Ď
P ˚ bˆ
¯
P i ako da, onda je dokazano da postoji preslikavanje
Lu1 : RÑ P ˚ b˜R
koje je kao linearno preslikavanje korestrikcija pocˇetnog na P ˚ b˜R ãÑ P ˚ b˜
¯
P i da je ono
morfizam u indproVect. (Obratno, da bi vrijedilo da postoji traženo preslikavanje Lu2 : R Ñ
H7R, nužno je da ovo vrijedi jer je H bˆRa1b1 ãÑ P ˚ bˆRa1b1 .) (ii) Zatim treba još provjeriti je li
slika od Lu unutar H7R ãÑ P ˚ b˜R. Ako jest, onda automatski vrijedi da je korestrikcija
Lu2 : RÑ H b˜R
morfizam u kategoriji indproVect zbog sljedec´eg: svaka komponenta Rab preslikava se tada
unutar nekog P ˚ bˆRa1b1 X H b˜R, a njegovi se svi elementi nalaze unutar H bˆRa1b1 . Zadnja
tvrdnja vrijedi jer je H b˜R “ Ťa,bH bˆRab i H bˆRab ãÑ P ˚ bˆRab.
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Propozicija 9.9.6. Oznacˇimo s R “ Uqpsl2q Hopfovu algebru Uqpsl2q u indVect uz standardnu
filtraciju (generatori E, F su stupnja 1, te K, K´1 stupnja 0), a sa P “ Uqpsl2qf oznacˇimo istu
Hopfovu algebru, ali promatranu kao unutrašnju Hopfovu algebru u indVectFin (s filtracijom
takvom da su svi generatori stupnja 1).
Ako je q korijen iz jedinice, linearno preslikavanje Lu: P Ñ P ˚ b˜
¯
P se može korestringirati
do preslikavanja
Lu1 : P Ñ P ˚ b˜P “ P ˚ b P
i do preslikavanja
Lu2 : RÑ P ˚ b˜R
i unutar je kategorije indproVect u oba slucˇaja.
Dokaz. Oznacˇimo s ad1Z preslikavanje
ad1Z : Z ÞÑ S´1pZp2qqY Zp1q.
Vrijedi ad1Z “ adS´1pZq za standardno adjungirano djelovanje, adZ : Y ÞÑ Zp1qY SpZp2qq.
Imamo
Sˆ1pLupEnFmKrqqpZq “ ad1ZpEnFmKrq.
Neka je d najmanji takav da je qd “ 1. Oznacˇimo s e broj d ili d
2
, ovisno o tome je li d
neparan ili paran. Izracˇuna se:
ad1KpEnFmKrq “ q´2n`2mEnFmKr
ad1EpEnFmKrq “ q´2´2n`2mpq2r ´ 1qEn`1FmKr´1`
` q´1´2n`2m`2rpq´q´1q2 pq´2m ´ 1qEnFm´1Kr`
` q´1´2n`2m`2rpq´q´1q2 pq2m ´ 1qEnFm´1Kr´2
ad1EpEnKrq “ q´2´2npq2r ´ 1qEn`1Kr´1
ad1F pEnFmKrq “ q´2rp1´ q2r`2n´2mqEnFm`1Kr`
` q1`2n´4mpq´q´1q2 pq2n ´ 1qEn´1FmKr`1`
` q1`2npq´q´1q2 p1´ q´2nqEn´1FmKr´1
ad1F pFmKrq “ q´2rp1´ q2r´2mqFm`1Kr
Iz racˇuna je vidljivo da svi ad1KR ne mijenjaju stupanj monoma. Zatim se kombinatorno argu-
mentira da element EnFmKr poništavaju svi ad1EN za N ą pm ` 1qe i svi ad1FM za M ą
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pn ` 1qe. Zatim se zakljucˇi da ga poništavaju svi ad1ENFMKR cˇim je M ą pn ` 1qe ili
N ą pm ` pn ` 1qe ` 1qe. Dakle, svaka Lu formula je unutar P ˚ b P “ P ˚ b˜P pa i
unutar P ˚ b˜R.
Zatim treba zakljucˇiti da su tako dobivene korestrikcije morfizmi u kategoriji indproVect.
Tvrdnja za Uqpsl2qf “ P u indVectFin slijedi iz samog postojanja preslikavanja, a tvrdnju za
Uqpsl2q “ R u indVect moramo provjeriti posebno. Po prethodnome je
Sˆ1pLupEnFmKrqqpENFMKRq “ 0 ako je M ą pn` 1qe ili N ą pm` pn` 1qe` 1qe.
Ako ogranicˇimo pn,mq onda je i unija slika od Sˆ1pLupEn1Fm1Kr1qq za pn1,m1q ď pn,mq
ogranicˇena po stupnju po necˇemu što ovisi o pn,mq, pri cˇemu je ogranicˇen i eksponent od
K. Naime, da bi vrijednost Sˆ1pLupEnFmKrqqpENFMKRq bila razlicˇita od nule, mora biti:
M ď pn ` 1qe, N ď pm ` 1qe ` pn ` 1qe2, a iz izracˇunatog je vidljivo da slika ima najvec´i
eksponent pa, b, cq manji od ili jednak: pn`N,m`M,maxt|r `M |, |r ´ 2N ´M |uq.
Propozicija 9.9.7. Unutrašnja Hopfova algebra Uqpsl2qf u indVectFin (po filtraciji takvoj da
su stupnjevi od F , E, K, K´1 jednaki 1) za q korijen iz jedinice je unutrašnja pletenicˇasto-
komutativna desno-lijeva Yetter-Drinfeldova modulna algebra u indproVect nad njoj dualnom
unutrašnjom Hopfovom algebrom Uqpsl2qf˚ u proVectFin.
Iz ove propozicije slijedi, jer po teoremu 8.1.7 pletenicˇasto-komutativne Yetter-Drinfeldove
modulne algebre induciraju na poludirektnim produktima strukturu Hopfovog algebroida, da je
za q korijen iz jedinice
Uqpsl2q˚f 7Uqpsl2qf “ Uqpsl2q˚f b Uqpsl2qf
Hopfov algebroid u indproVect nad Hopfovom algebrom Uqpsl2qf iz indVectFin.
Takod¯er, buduc´i da je P “ Uqpsl2qf konacˇno generirana algebra i pokazano je da vrijedi
LupP q Ď P ˚ b P kad je q korijen iz jedinice, vidimo da je najmanja unutrašnja Hopfova
podalgebra Pmin od P ˚ takva da je LupP q Ď Pmin7P generirana konacˇnim brojem funkcionala.
Koristec´i to bi se moglo u slucˇaju sparivanja R “ Uqpsl2q iz indVect (odnosno P “ Uqpsl2qf
iz indVectFin) s H iz proVect provjeriti je li Pmin Ď H i, ako jest, zakljucˇiti da je R (odnosno
P ) nadH pletenicˇasto-komutativna Yetter-Drinfeldova modulna algebra. Ovdje nije eksplicitno







algebra diferencijalnih operatora, 268
algebra regularnih funkcija, 147









diferencijalni operator, algebra, 268
diferencijalni operator, djelovanje, 268
diferencijalni operator, formalni, 270
diferencijalni operator, sparivanje s formalnim
funkcijama, 269
diferencijalni operator, sparivanje s funkcijama,
267
distribuiranje po formalnim sumama, 50, 125
djelovanje, 152
djelovanje diferencijalnog operatora, 268
djelovanje, inducirano sparivanjem, 158
dualnost, u indproVect, 122
epimorfizam, 15




filtrirani vektorski prostor, 87
filtrirano-kofiltrirani vektorski prostor, 114
formalna baza, 54
formalna funkcija, 151, 270
formalna funkcija, sparivanje, 269
formalna suma, 49, 125
formalna suma, racˇunanje, 126
formalni diferencijalni operator, 270






Hopfov algebroid, formule, 203, 206
Hopfov algebroid, komutativni, 167

































kolimes, u proVect, 82
kolimes, u Vect, 26
komodul, 154
komonoid, 142
komponenta inverznog sustava, 28
komponenta morfizma filtracija, 91




koprodukt, u proVect, 78
koujednacˇitelj, u proVect, 81
koujednacˇavati, 17
koujednacˇitelj, 17
kvantizirana univerzalna omotacˇka algebra, 294
kvocijentna kofiltracija, 70
limes, 17
limes, u Vect, 24
linearna algebarska grupa, 148
Luina formula, 256
modul nad bimonoidom, 152




monomorfizam, u proVect, 74
morfizam filtriranih vektorskih prostora, 87
morfizam filtrirano-kofiltriranih vektorskih pros-
tora, 115
morfizam inverznih sustava, 29
morfizam izvora, 176
morfizam kofiltriranih vektorskih prostora, 34
morfizam komonoida, 143
morfizam monoida, 142
morfizam po nivoima, 28, 102










potpun vektorski prostor, 68, 69
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predmorfizam inverznih sustava, 29





simetricˇna monoidalna kategorija, 20
skalarno proširenje, 3, 184
skalarno proširenje, primjeri, 288
slika morfizma, 18
sparivanje diferencijalnih operatora i formal-
nih funkcija, 269






Sweedlerova notacija, apstraktna, 143
tenzor, jednostavni, 47
tenzorski produkt, filtracija, 93
tenzorski produkt, kofiltracija, 41
tenzorski produkt, komutira s koujednacˇiteljima,
22, 132, 163, 164
tenzorski produkt, modula nad bialgebrom, 153
tenzorski produkt, nad monoidom, 162
tenzorski produkt, u indproVect, 118
tenzorski produkt, u indVect, 99
tenzorski produkt, u proVect, 47
tenzorski produkt, upotpunjeni, 47





univerzalna omotacˇka algebra, 150, 261
upotpunjeni tenzorski produkt, 47
upotpunjenje, u indproVect, 120




vezni morfizam, 27, 28
Yetter-Drinfeldov modul, 158, 160
Yetter-Drinfeldova modulna algebra, 159, 161
302
Bibliografija
[Abe] E. ABE, Hopf algebras, Cambridge Univ. Press 1980.
[AtiyahSegal] M. F. ATIYAH, G. B. SEGAL, Equivariant K-theory and completion, J. Diff.
Geom. 3 (1969) 1–18.
[ArtinMazur] M. ARTIN, B. MAZUR, Etale homotopy theory, Lec. Notes in Math. 100,
Springer-Verlag 1969.
[BohmHAlg] G. BÖHM, Hopf algebroids, in Handbook of Algebra, Vol. 6, ed. by M. Hazewin-
kel, Elsevier 2009, 173–236. http://arxiv.org/abs/0805.3806
[BohmInt] G. BÖHM, Internal bialgebroids, entwining structures and corings, AMS Contemp.
Math. 376 (2005) 207–226. http://arxiv.org/abs/math/0311244
[BohmAlt] G. BÖHM, An alternative notion of Hopf algebroid, Lect. Notes in Pure and Appl.
Math. 239, 31–54, Dekker 2004. http://arxiv.org/abs/math/0301169
[BohmSzlach] G. BÖHM, K. SZLACHÁNYI, Hopf algebroids with bijective antipodes: axioms,
integrals and duals, Comm. Alg. 32 (11) (2004) 4433–4464. http://arxiv.org/
abs/math/0302325
[EBorel] É. BOREL, Sur quelques points de la théorie des fonctions, Annales scientifiques de
l’École Normale Supérieure, Sér. 3, 12 (1895), p. 9–55.
[BourbakiLie] N. BOURBAKI, Lie groups and algebras, Ch. I-III, Hermann, Paris, 1971 (Ch.I),
1972 (Ch.II-III) (French); Springer 1975, 1989 (Ch. I-III, English).
[BourbakiSet] N. BOURBAKI, Theory of sets, 1968.
[Brandt] H. BRANDT, Über eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes, Mathematische
Annalen 36:1, 360–366, 1927.
[BrzMil] T. BRZEZIN´SKI, G. MILITARU, Bialgebroids, ˆA-bialgebras and duality, J. Alg.
251: 279–294 (2002) http://arxiv.org/abs/math/0012164
303
BIBLIOGRAFIJA
[BrzWisb] T. BRZEZIN´SKI, R. WISBAUER, Corings and comodules, London Math. Soc. Lect.
Note Ser. 309, Cambridge Univ. Press 2003.
[Cartier] P. CARTIER, A primer of Hopf algebras, Frontiers in number theory, physics, and
geometry II, 537–615, Springer 2007.; preprint IHÉS 2006. http://preprints.
ihes.fr/2006/M/M-06-40.pdf
[CannWeinst] A. CANNAS DA SILVA, A. WEINSTEIN, Geometric models for noncommutative
algebras, Berkeley Math. Lec. Notes Series, AMS 1999. http://math.berkeley.
edu/~alanw/Models.pdf
[Durov] N. DUROV, S. MELJANAC, A. SAMSAROV, Z. ŠKODA, A universal formula for re-
presenting Lie algebra generators as formal power series with coefficients in the Weyl
algebra, Journal of Algebra 309:1, str. 318–359 (2007) http://arxiv.org/abs/
math/0604096
[Helgason] S. HELGASON, Differential geometry, Lie groups and symmetric spaces, Acad.
Press 1978; Amer. Math. Soc. 2001.
[Henkin] L. HENKIN, A problem on inverse mapping systems, Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950)
224–225.
[JantzenAGr] J. C. JANTZEN, Representations of algebraic groups, Acad. Press 1987.
[JantzenQGr] J. C. JANTZEN, Lectures on quantum groups, Springer Grad. Texts in Math. 6,
Amer. Math. Soc. 1996.
[Juric] T. JURIC´, D. KOVACˇEVIC´, S. MELJANAC, κ-deformed phase space, Hopf algebroid
and twisting, SIGMA 10 (2014) 106, 1–18. http://arxiv.org/abs/1402.0397
[Khalkhali] M. KHALKHALI, Basic noncommutative geometry, European Mathematical Soci-
ety
[Kelly] M. KELLY, On MacLane’s conditions for coherence of natural associativities, commu-
tativities, etc., Journal of Algebra 1 (1964), 397-402.
[Lu] J-H. LU, Hopf algebroids and quantum groupoids, Int. J. Math. 7 (1996) 47–70. http:
//arxiv.org/abs/q-alg/9505024
[MacLane] S. MACLANE, Categories for the working mathematician, 2nd ed. Springer 1998.
[Majid] S. MAJID, Foundations of quantum group theory, Cambridge University Press 1995.
304
BIBLIOGRAFIJA
[MardSegal] S. MARDEŠIC´, J. SEGAL, Shape theory, North Holland 1982.
[MSS] S. MELJANAC, Z. ŠKODA, M. STOJIC´, Lie algebra type noncommutative phase spaces
are Hopf algebroids, Lett. Math. Phys. 107:3, 475–503 (2017) http://arxiv.org/
abs/1409.8188
[MilnorMoore] J. MILNOR, J. MOORE, The structure of Hopf algebras, Annals of Math. 81
(1965), 211-264.
[Montgomery] S. MONTGOMERY, Some remarks on filtrations of Hopf algebras, Comm. Al-
gebra 21 No 3, 999-1007 (1993).
[Radford] D. E. RADFORD, Hopf algebras, World Scientific 2012.
[Ravenel] D. C. RAVENEL, Complex cobordism and the stable homotopy groups of spheres,
Academic Press 1986., 2nd ed. AMS 2003.
[Serre] J-P. SERRE, Gébres, Enseign. Math. (2) 39 (1993), no. 1-2, 33–85.
[Skoda] Z. ŠKODA, Heisenberg double versus deformed derivatives, Int. J. Mod. Phys. A 26,
Nos. 27 & 28 (2011) 4845–4854. http://arxiv.org/abs/0806.0978
[SS] Z. ŠKODA, M. STOJIC´, A two-sided ideal trick in Hopf algebroid axiomatics, preprint.
http://arxiv.org/abs/1610.03837
[SGA4-1] A. GROTHENDIECK, J.-L. VERDIER, Préfaisceaux, Exposé 1, str. 1–184 u knjizi
Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Tome 1: Théorie des topos, Sémi-
naire de Géométrie Algébrique du Bois-Marie 1963–1964 (SGA 4). Dirigé par M. Artin,
A. Grothendieck, et J.-L. Verdier, Lecture Notes in Math. 269, Springer 1972.
[Takeuchi] M. TAKEUCHI, Groups of algebras over A b A¯, J. Math. Soc. Japan 29:3 (1977),
459–492.
[Timmermann] T. TIMMERMANN, An invitation to quantum groups and duality, Eur. Math.
Soc. 2008.




Martina Stojic´ rod¯ena je u Zagrebu 29. ožujka 1981. godine. Pohad¯ala je srednju školu u V.
gimnaziji u Zagrebu od 1995. do 1999. godine. Tijekom osnovnoškolskog i srednjoškolskog
obrazovanja sudjelovala je na Državnim natjecanjima iz matematike na kojima je osvojila drugu
nagradu 1996. i 1998. godine. Upisala je studij dipl. ing. matematike, smjer Teorijska matema-
tika, na Matematicˇkom odjelu Prirodoslovno-matematicˇkog fakulteta u Zagrebu te 2004. go-
dine dobila Nagradu dekana za uspjeh u studiju. U sijecˇnju 2010. godine obranila je diplomski
rad naslova Alexanderov polinom pod mentorstvom prof. Šime Ungara. Na studiju je postigla
ukupni prosjek ocjena 5.0. Tijekom dvije godine srednjoškolskog obrazovanja i dvije godine
studija primala je Stipendiju Grada Zagreba.
Od 2011. godine zaposlena je kao znanstvena novakinja i asistentica na Zavodu za topolo-
giju Matematicˇkog odsjeka Prirodoslovno-matematicˇkog fakulteta u Zagrebu. Vec´inu godina
držala je vježbe iz kolegija Elementarna matematika I & II, Elementarna geometrija, Konstruk-
tivne metode u geometriji, Strukture podataka i algoritmi, te neke godine vježbe iz kolegija
Uvod u matematiku, Vektorski prostori, Diskretna matematika, Mjera i integral.
Studira na doktorskom studiju matematike od 2010. godine gdje je bila aktivna na Semi-
naru za topologiju te s ocjenom izvrstan položila ispite Algebra, Geometrija i topologija, Ma-
tematicˇka logika i racˇunarstvo, Analiticˇke funkcije više varijabli, Geometrija koneksija i inte-
grabilnost, Geometrija prostora sa strukturnim snopom. Bez priopc´enja sudjelovala je u radu
konferencija Dubrovnik VII – Geometric Topology, od 26. lipnja do 3. srpnja 2011. godine u
Dubrovniku, Manifolds, K-theory, and Related Topics, od 23. do 27. lipnja 2014. godine u
Dubrovniku i Dubrovnik VIII – Geometric Topology, Geometric Group Theory & Dynamical
Systems, od 22. do 26. lipnja 2015. godine u Dubrovniku.
Sa Z. Škodom i S. Meljancom objavila je znanstveni rad Lie algebra type noncommutative
phase spaces are Hopf algebroids, Lett. Math. Phys. 107:3, 475–503 (2017), arXiv:1409.
8188. Sa Z. Škodom napisala je i znanstveni rad A two-sided ideal trick in Hopf algebroid
axiomatics, arXiv:1610.03837.
306
